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GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE. 
LIVRE  I. 


Thé*r*a>e  I. 

Let  hauteurs  d'un  triangle  se  coupent  en  un  mime  point . 

Soit  ABC  un  triangle  quelconque,  ayant  pour  hauteurs  AM  , 
BN,  CP.  Menons,  par  les  sommets  , 
des  parallèles  aux  cdtés  opposés  : 
nous  formons  ainsi  un  IriangleA'B'C 
dont  les  côtés  sont  doubles  de  ceux 
du  triangle  ABC. 

En  elTet,  dnns  les  paraIlclogr»ni- 
mes  AC'BC,  AB'BC  ; 

AC'  =  BC  =  AB'; 
donc 

B'C'  =  2BC; 
etc. 

Les  droites  AN,  BN,  CP,  étant  perpendiculaires  aux  milieux 
des  cùiés  du  triangle  A'B'C  [G-,  107  (*)],  se  coupent  en  u» 
même  point  O,  centre  du  cercle  circonucrit  à  ce  triangle  [G.,  1 59]. 


{')  Celte  notation  indique  un  renvoi  aux  ÈlémtnU  de  Géomilrie,  2>'  cdi- 
lion  (Liège,  1806). 
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Thécrème  II. 


Aes  mêdiatiei  d'un  Iriangk  te  coupent  en  un  même  point,  sîtité 
(I  tiers  de  chacune,  à  partir  du  côté  correspondant. 

Après  avoir  tracé  les  médianes  BB',  CC  [G.,  1 33]  qui  se  coupent 

Ien  un  point  0,  prenons  les  milieux  D,  E 
des  droites  OB,  OC,  et  menons  DE,  B'C. 
D'après  un  théorème  connu,  chacune  de 
ces  droites  est  parallèle  au  côté  BG  ei 
égale  à  la  moitié  de  BC;  donc  B'C'DE  est 
un  parallélogramme  [G.,  ISS].  Par  suite, 

OB'  =  OD  =  -  OB  =  -  BB'- 


OC  =  -  ce. 

Deux  médianes  quelconques  se  coupant  en  un  point  situé 
au  tiers  de  chacune,  ïk  partir  du  eôlé  correspondant,  les  trois 
médianes  se  coupent  en  ce  même  point. 

Remarque.  Pour  des  raisons  que  nous  indiquerons  plus  loin  , 
le  point  de  rencontre  des  médianes  est  appelé  centre  dex  moyenne» 
distance»  ou  cenlrede  gravité  du  triangle. 


Thé«rèMe  m. 

Bflijs  tout  triangle,  à  un  plu»  grand  côté  correspond  une  plus 
petite  médiane. 

'<    Soit,  dans  le  triangle  ABC, 

AC>  AB; 

je  dis  que  l'on  aura 

BB'  <  ce. 
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La  première  inégalité  donne,  par  un  théorème  connu  [G.,  108] , 
angle  AA'O  angle  A&'B; 

et,  conséquemment, 

OC>OB. 

Mais  (Th.  II): 

OC=*CC',     OB  =  -BB'j 
3  5 

donc 

ce  >  SB'. 

CoROLLAiaE.  A  de»  médianes  égales  sont  oppoié»  des  côtés  égaux. 

TkéartMC  IV. 

Dans  lùut  triangle ,  la  somme  des  médianes  est  comprise  entre 
le  périmètre  du  triangle  et  les  trois  quarts  de  ce  périmètre. 

i"  Prenons,  sur  la  médiane  GC  prolongée,  CD  =>  CC, 
et  menons  AD,  BD.  Le  quadrilatère 
ACBD,dont  les  diagonales  se  eoupent 
en  leurmilieu  commun  C'.esiun  paral- 
lélogramme [G.,  128]; donc  AD=BC. 
Dans  le  triangle  CAD, 

CD<  AC-1- AD, 

ou 

2CC'  <  AC  +  BG. 

De  même, 

2AA'  <  AB  +  AC, 

2BB'<  AB  +  BC; 
et,  par  conséquent, 

AA'  ■*-  BB'  +  CC'  <  AB  4-  BC  +  AC. 

2*  Si  l'on  considère  le  triangle  AGB,  on  a 

AB  <  AG  -i-  BG, 


ou  (Tti.  Il) 
De  même, 
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AB<^(AA'  +  BB'). 

BC<|(BB'  +  CC'), 
CA<g(CC'  +  AA'); 

An  +  BC  4-  CA  <  - (AA'  +  BB'  +  CC), 

AA'  -+-  BB'  +  CC'>-^  (AB  +  BC  +  CA). 


Thé*rèHe  T. 

Des  angles  formés  par  une  médiane  CD,  avec  les  deux  cotés 
adjacents ,  le  plus  grand  est  celui  qui  correspond  au  pbtt  petit 
côté  BC. 

Des  sommets  A,  B,  abaissons,  sur  la  médiane  CD,  tes  perpen- 
diculaires  AE,  BF  :  ces  droites  dé- 
terminent deux  triangles  rectangles 
égaux  entre  eux,  comme  ayant  l'hy- 
poEénuseégaleetun  nngleaigu  égal. 
Prenons  ensuite,  sur  le  prolonge- 
ment de  CE,  EG  =  CF,  et  lirons 
GA  :  le  triangle  rectangle  AEG  sera 
égal  au  triangle  rectangle  BFC. 

AC,  AG  sont  deux  obliques  me- 
nées, du  point  A,  à  la  droite  CG. 
D'après  ce  qui  précède,  la  première  oblique  surpasse  la  seconde  ; 
donc  [G.,  103] 

angleACE  <  angle  AGE, 
ou 

ACl)  <  BCD. 
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Tlié«rèBie  VI. 

Dans  tout  triangle  y  une  bissectrice  intérieure  quelconque  ne 
surpasse  pas  la  médiane  correspondante. 

Si  les  angles  A^  B  étaient  égaux,  la  bissectrice  CD  coïnciderait 

avec  la  hauteur  GP  et  avec  la  médiane  du 
côté  AB.  Supposons  donc  A  > B;  ou ,  ce  qui 
est  équivalent,  ACP<BCP.  D*après  cette 
hypothèse,  la  bissectrice  CD  est  située  dans 
l'angle  formé  par  le  coté  BC  et  la  hauteur  CP. 
ce  étant  la  médiane,  on  a  (Th.  V),  ACC  >  BCC  :  la  bis- 
sectrice CD  est  située  dans  l'angle  formé  par  la  médiane  CC  et 
la  hauteur  CP. 

On  a  donc,  finalement, 

CP  <  CD  <  ce. 


Théorème  Vil.  ' 

Dans  tout  triangle,  la  somme  des  bissectrices  est  comprise  entre 
le  périmètre  et  le  demi^périmètre. 

D'après  le  Théorème  VI ,  la  somme  des  bissectrices  ne  sur- 
passe pas  la  somme  des  médianes;  donc  (Th.  IV),  la  première 
somme  est  moindre  que  le  périmètre. 

En  second  lieu,  si  Ton  considère  le  triangle  ABC,  on  a 

AO  H-  OB'  >  AB', 
AO  -♦-  OC  >  AC, 
.  BO  -^  OC  >  BC, 
BO -+- OA' >  BA', 
CO  -f-  OA'  >  CA', 
C0  +  OB'  >CB'; 
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d'où,  par  addition, 

â(AA'  -*-  BB'  -t-  CC)  >  AB  -t-  BC  +  CA; 


Dans  tùul  triangle  ABC,  à  u»  phu  grand  côté  BC  est  opposée 
une  plus  petite  bmectrke  AD. 

0  étant  le  point  d'intersection 
des  bissectrices,  il  faut  d<^montrci 
la  relation 

BO -I- OE  >  AO  +  OD.    .    0) 

A  cause  de  BO  >  AO  [G.,  I  OS] , 
cette  inégalité  (1)  serait  évidente  si  l'on  avait  OE  'y  OD.  Sup- 
posons donc  OE  <  OD. 

Prenons,  sur  OB,  OA'  =  OA;  puis,  sur  OD,  OE'  =  OE:  le 
triangle OA'E'  est  égal  au  triangle  OAE;  cl,  d'après  l'hypothèse, 
le  sommet  E'  tombe  entre  0  et  D. 

Menons  encore  A'F  parallèle  à  BC,  cl  A'G  parallèle  à  OD. 

Il  résulte,  de  ces  constructions  : 

*  A  *  i 

puis  OA'E'  >  OA'F  ;  donc  le  point  E'  est  situé  entre  F  et  D. 

Dans  le  triangle  GA'B,  l'angle  G  =  ADB^S'  — ^A  —  B. 
Je  dis  que  cet  angle  surpasse  ^B.  En  eiîet,  l'inégalité 

2--1a-B>1b 


est  une  conséquence  de  ces  deux-ci  : 


Cela  étant,  on  a 

A'B  >  A'G, 


-OA>FD; 
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Ci,  à  plus  Torle  raison, 

OB  -  OA  >  DE', 
ou 

OB  — 0A>  OD  — OE, 
ou  enfin 

BO  +  OE  >  AO -I- OD (1) 

Remarque.  Si  l'on  représente  par  a,  b,  e  les  longtictirs  des 
côtés  du  triangle,  et  que  l'on  suppose  a  >&,  le  théorème  précé- 
dent équivaut  à  l'inégaiité  [G.,  276] 

CB(a  -t-  b  +  c)[a  +  c  -  6)      bc[a  +  b  +  c]{b  -^c--a) 

(c  ■*-  af  >  (6  -*■  c)' 

Par  des  réductions  faciles,  on  la  transforme,  successivement,  en  : 

a(6  +  c)'(a  +  c  — 6)>6(a  +  r)'((.+  c-n), 

a[<f  +  (a  +  b)c'  -*-  (2a  —  b}bc  +  (a  —  6)6'] 
>  b[c*  +(0-1-  b)c'  +  (26  —  a)ac  +  (6  —  a)a*J, 

<?+(a*b)c*-*-Zabc  +  ab{a  +  b)>0; 

et  celle-ci  est  évidente. 


Leê  projections  D,  E,  F,  G  du  sommet  A  d'un  triangle,  nur  le» 
bittectricei  des  angles  B,  C,  appartiennent  à  la  droite  qui  joint  les 
milieux  M ,  N  de»  côtés  AB,  AC  (*). 

ILa  figure  ADBE  est  tni  rec- 
tangle; donc  la  droite  DE  passe  au 
milieu  M  de  AB.  Pour  la  même 
raison ,  FG  passe  au  milieu  N 
de  AC.  Mais,  à  cause  de  l'égalité 
des  angles  EBG,  EBA,  DEB,  la  droite  DE  est  parallèle  au  câté 
BC.  Semblablement,  FG  est  parallèle  à  BG.  Donc  ces  droites 
DE,  FG  coïncident,  en  direction,  avec  MN. 

(')  Arthur  Li'ecises,  Notmelle»  Ânnait»  de  MathémiUiguet ,  (orne  XVIll. 
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Remarque.  Si  l'on  adoplait  l'énoncé  suivant,  la  démoiis(r«lron 
deviendrait  plus  simple  : 

Sur  la  droite  MN,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  AB ,  AC  d'un 

triangle  ABC,  on  prend  MD  =  ME=  MA  =  MB  :  le»  côtés  BD, 

BE,  du  rectangle  ainsi  déterminé, 

sont  les  bissectrices  de  l'angle  A  BC 

et  de  son  supplément. 

Corollaire.  Soient,  dans  un 
triangle  ABC  :  AOA',  BOB', 
COC  les  bissectrices  intérieures; 
BAC,  CBA'.A'CB'  les  bisseo- 
Irices  extérieures;  LM,  MN,  NL 
les  droites  qui  Joignent,  deux  à 
deux,  tes  milieux  des  côtés.  Celles- 
ci  rencontrent  les  six  autres  eti 
douze  points  D,  E,  F,  G;  P,  R,  Q, 
S;  T,  l),  V,  X,  projections  des 
sommets  sur  les  bissectrices. 


Parmi  tous  les  triangles  formés  avec  un  angle  donné  A,  compris 
entre  deux  côtés  dont  la  somme  est  constante ,  le  triangle  tsoscèle 
ABC  o  le  plus  petit  périmètre. 

Si  l'on  prend,  arbitrairement,  CC'=BB', 
et  que  l'on  mène  B'C,  on  aura 

AB'-hAC'  =  AB  +  AC. 

Soil  la  droile  CD  égale  et  porallclc  à 
B'B:  la  figure  B'CBD  est  un  parallélo- 
gramme; donc  BD  ==  B'C. 

A  cause  des  parallèles  AB,  CD,  les 
angles  BAC,  ACD  sont  supplémentaires; 
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donc,  dans  les  iriangles  isoscéles  BAC,  CCD: 

BAC  =  CCD  +  C'DC  =  2CCD , 
ou 

CCD  =  -  A . 

2 

La  (iruiic  CD  est  donc  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle 
BAC,  c'pst-è-dire,  perpendiculaire  à  BC.  Ainsi  BD  >  BC,  ou 
BC  >  BC 


Uam  tout  quadrilatère,  les  miliettx  des  côtés  sont  les  sommets 
d'va  parallélogramme. 

Menons  les  diagonales  AC,  BD. 
Dans  le  triangle  ABD,  la  droite  MN 
t  parallèle  à  BD  cl  égale  à  la  moitié 
de  BD.  De  même,  PQ  est  parallèleà 
BD  et  égale  à  la  nioiiié  de  BD.  Donc 
les  droites  MN,  PQ  sont  égales  et 
parallèles.  Donc  MNPQ  est  un  paral- 
lélogramme. 

Remarque.  Le  périmètre  du  parallélogramme  est  égal  à  la 
somme  des  diagonales  du  fiuadrilatère. 

Théttrène  XII. 

Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  les  droites  PR,  QS  qui  Joignent 
les  milieux  des  côtés  opposés,  et  la  droite  MN  qui  joint  les  milieux 
des  diagonales,  se  coupent  en  leur  milieu  commun  0. 

Menons  PQ,  QR,  RS,  SP,  PN,  NR, 
RM,  MP.  La  figure  PQRS  est  un  pa- 
rallélogramme (Th.  XI);  donc  les 
droites  PR,  QS  se  coupent  en  leur  mi- 
lieu commun  0. 

PMRN    est   aussi    un    paralléio- 
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gramme.  Car  PM  est  égale  cl  parallèle  à  BQ;  NR  esl  (îgale  cl 
parallèle  à  AQ;  etc.  Done  le  milieu  de  la  diagonale  MN  coïncide 
avec  le  milieu  O  de  la  diagonale  PR. 


Si,  dans  un  f[uadrilalére  AUCD,  deux  cotés  opposés  AD,  BC 
sont  égaux  : 

1"  Ce*  côtés  sont  également  inclinés  sur  la  médiane  EFdes  deux 
autres  côtés;  2"  la  projection  de  chacun  des  premiers  côtés,  sur  la 
médiane,  est  égale  à  la  médiane. 

Par  le  point  F,  menons  FG, 
égale  et  parallèle  au  côié  DA; 
puis  FH,  égale  ei  parallèle  au 
côté  CB.  Tirons  AG,  BH,  GE,  HE. 
Les  quadrilatères  AGFD,  BHFC 
sont  des  parallélogrammes;  donc 
.  les  droites  AG,  BH  sont  égales 
et  parallèles;  et,  si  l'on  traçait 
AH,  BG,  la  figure  AGBH  serait  aussi  un  parallélogramme. 

ConséquemiDent  :  i'  la  droite  GH  passe  au  milieu  de  AB  ; 
3°  GE  =  EH. 

Par  suite,  dans  le  triangle  isoscéle  GFH,  la  médiane  FE,  biitee- 
trice  de  l'angle  F,  est  perpendiculaire  à  la  base. 
Les  deux  parties  du  théorème  sont  donc  démontrées. 


Deux  polygones  convexei,  d'un  nombre  impair  de  côtés,  sont 
égaux  lorsque  leurs  cotés  ont  mêmes  points  milieux  (*). 

L'énoncé  revient  à  celui-ci  :  Un  polygone  convexe,  d'un  nombre 
impair  de  côtés,  est  déterminé  par  les  milieux  de  ses  côtés. 


(')  Pboubet,  IViiuvtlltt  jittnahi,  tome  IIL 


HE  GËOHËTRIB  ÉLÉHENTAIRE,  Il 

'  Celte  proposition  est  vraie  dans  le  cas  où  le  nombre  des 
c6lés  se  réduit  à  trot»  ;  car  L,  M, 
V  étant  les  points  milieux  donnés, 
le  triangle  ABC  a  ses  cAtés  respec- 
tivement parallèles  aux  droites 
MV,  VL,  LM. 

2°  Soit,  pour  fixer  les  idées,  un 
liepiagone  convexe  AB...  FG,  dont 
les  côtés  aient,  pour  milieux  res- 
peeiiTs,  les  points  L,  M,...,  R,  S. 
En  considérant  trois  côtes  consé- 
euiifs  quelconques  GF,  FË,  ED, 
pnis  les  càtés  adjacents  à  GF  et  ED,  nous  décomposons  l'hepta- 
gone en  deux  quadrilatères  GFED,  A.GDC,  c)  en  un  triangle 
ABC.  Le  milieu  II  de  GD  est  détermine  par  les  points  P,  Q,  R, 
attendu  que  UPQR  est  un  parallélogramme  (Th.  XI).  De  même, 
le  milieu  V  de  AC  esi  déterminé  par  les  points  N,  II, S.  Le  triangle 
ABC  est  donc  déterminé  (!•);  etc. 


Par  un  point  0,  situé  dans  tangle  donné  A,  mener  une  droite 
BC  qui  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 

Soit  D  le  milieu  du  segment  inconnu  AB  :  la 
droite  OD  sera  parallèle  à  AC  [C,  153]. 

Conséquemment,  pour  résoudre  le  problème, 
on  mène  OD  parallèle  au  côté  AC  de  l'angle 
donné; on  prend  DB^ AD;  eti'ontjointlepoint 
B  au  point  donné  O. 


Trouver,  sur  l'un  descotês  d'un  angle  ABC,  wn  point  O  également 
distant  du  second  côté  et  d'un  point  D,  situé  sur  le  premier  côté. 

Supposons  le  problème  résolu;  abaissons  OE, DF  perpendi- 
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culaircs  sur  AB,  et  tirons  DE.  Dans  le  triangle  isoscèlc  OED, 

Iles  angles  OED,  ODE  sont  égaux.  Mais,  A 
cause  des  parallèles  OE,  DF,  les  angles 
CED,  EDP  sont  égaux,  comme  alternes 
internes;  donc  EDO  =  EDF  :  DE  est  la 
bissectrice  de  l'angle  BDF. 
Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  il 
Taut  mener  DF  perpendiculaire  sur  AB,  tracer  la  bissectrice  DE 
de  l'angle  BDF,  et  mener  EO  parallèle  à  DF. 


Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  wmc  médiane. 

Soit  ABC  le  triangle  cherché,  et  soit  CC  la  médiane  donnée. 

IPaimi  les  deux  côtés  connus,  il  y  en  a  né- 
cessairement un,  au  moins,  qui  aboutit  au 
sommet' C  :  supposons  que  ce  soit  le  côté 
AC.  Si  le  second  côLé  donné  est  AB,  le 
problème  se  réduit  à  la  construction  du 
triangle  ACC,  dans  lequel  on  connaît  les 
trois  côtés,  attendu  que  AC'  =  {AB. 

Si  le  second  côté  donné  est  CB;  prenons,  sur  le  prolongement 
de  ce,  C'D^C'C,  et  menons  DB.  Nous  connaîtrons,  dans  le 
iriangle  CBD,  le  côté  CB,  puis  BD  =  AC,  cl  cnUn  CD=:2CC^ 
La  question  est  donc  résolue. 


rraMèaie  IV. 

Cotistruire  un  Iriangle,  connaissant  un  côté  et  deux  médianes. 

Soit  0  le  point  d'interscciion  des  mé- 
dianes données  AA',BB',On  a  (Th.  Il) 

O.V  =  iAA',    OB'  =  ^BB'. 
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Par  suilc  y  la  détermination  du  triangle  ABC  se  réduit,  quel  que 
soit  le  côté  donné,  à  la  construction  d'un  des  triangles  AOB, 
AOB',  BOA',  dans  lequel  les  trois  côtés  sont  connus. 


Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  médianes. 
Soit  0  le  point  d'intersection  des  médianes.  A  cause  de 

BO  =  -BB',    AO  =  -AA',    OC'  =  ~CC', 
5  3  3 

on  connaît,  dans  le  triangle  AOB,  deux  côtés  BO,  AO  et  la 
médiane  0G'«  La  question  est  donc  ramenée  au  Problème  III. 


Problème  ▼■. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  le  périmètre  et  deux 
angles. 

Prolongeons,  de  part  et  d'autre,  le  côté  BC  Prenons  BD=BA, 
CE  =  CA  ;  et  menons  AD,  AE.  Dans  le  triangle  isoscèle  ABD, 

l'angle  D,  égal  à  BAD,  est  la  moitié  de 
Tangle  donné  B.  De  même,  E  =  JC.  D'ail- 
leurs, DE  égole  le  périmètre  donné. 
On  peut  donc  construire  le  triangle  DAE; 
puis  déterminer  les  points  B,  C,  au  moyen  des  perpendiculaires 
FB,  ce. 

Prablène  VII. 

Construire  un  parallélogramme ,  connaissant  les  diagonales  et 

* 

un  côté. 

Soit  ABCD  le  parallélogramme  demandé,  dans  lequel  on  donne 
les  diagonales  AC,  BD,  et  le  côté  AB. 
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On  conn&it,  dans  le  (riante  AOB  : 

^^^^^^H^^B  et  AB,  qui  est  donné.  Ce  triangle  étant 
construit,  le  problème  peut  être  regardé  comme  résolu, 

PrahlèBÉC  Tlll. 

Conttruire  un  gtiadrilalère,  connatstant  les  longueurs  des  coté» 
et  l'une  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  cotés  opposés. 

Soit  ABGD  le  quadrilatère  cherché,  dans  lequel,  indépen- 
damment des  côtés,  on  connaît 
la  droite  £G,  qui  passe  par  les  mi- 
lieux des  c6tés  AB,  CD.  Soient  M, 
N  les  milieux  des  deux  autres  côtés, 
et  H,  F  les  milieux  des  diagonales. 
Si  l'on  se  reporte  au  Tliéoréme  Xil, 
on  voit  que  le  parallélogramme 
EFGH  est  déterminé  par  sa  diago- 
nale HP  et  les  longueurs  de  ses 
côtés,  et  que,  cette  figure  étant  con- 
slruite,  le  parallélogramme  HNFM 
sera   pareillement  déterminé.  On 

pourra  donc,  ou  moyen  des  quatre  points  milieux  E,  G,  M ,  S, 

achever  le  quadrilatère. 

rr«Mèmc  IX. 

Sur  les  prolongements  des  cotés  AB,  AC  d'un  triangle  ABC,  on 
prend  les  distance»  BD,  CE,  de  manière  qtieleur  somme  soit  égale 
au  troisième  côté  du  triangle,  et  l'on  mène  DE.  Dans  quel  c(u 
cette  droite  est-elle  un  minimum? 

D'après  la  construction, 

AD-^  AE:=>AB  +AC+HC. 
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Dans  tous  les  triangles  tels  que  DAE,  la  somme  des  côtés  AD, 

AE  étant  constante,  le  minimum  du  troi- 
sième côté  DE  répond  au  cas  où  le  triangle 
est  isoscèle  (Th.  X).  II  faut  donc,  pour  ré- 
soudre le  problème,  prendre 

I 

AD  =  AE  =  -  (AB  -+-  AC  -t-  BC). 

Remarques. —  I.  Les  sommets  D,  E du 
triangle  DAE  sont  les  points  de  contact  des  droites  AD,  AE  avec 
le  cercle  0,  ex-inscrit  au  triangle  donné  ABC  [C,  161]. 

11.  Si  Ion  représente  par  a,  b, c,  ip  les  côtés  et  le  périmètre 
du  triangle  ABC,  on  trouve 

„  ._.,(f-»)()-«) 


_„V/iEES 


Problèiue  IL, 


Trouver,  sur  une  droite  donnée  AB,  un  point  M  tel,  que  la 
somme  de  ses  distances  à  deux  points  donnés  C,  D,  situés  d'un 
même  côté  de  AB,  soit  un  minimum. 

Abaissons  CEC  perpendiculaire  sur  AB,et  prenons  EC'=EC  : 

le  point  C  sera  symétrique  du  point  C, 
par  rapport  à  AB;  donc 

CM  =  CM,     CM  -*-  MD  =  CM  4-  MD. 

Cette  dernière  somme  est  la  plus  petite 
possible,  lorsque  les  trois  points  D,  M, 
C  sont  en  ligne  droite. 
Il  suffit  donc,  pour  résoudre  le  pro- 
blème proposé,  de  joindre  le  point  donné  D  au  point  C,  symé- 
trique de  l'autre  point  donné  C,  par  une  droite  DMC  :  le  point 
M,  où  cette  ligne  rencontre  la  droite  donnée  AB,  satisfait  à  la 
question. 
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Retaarques.  —  f.  AB  et  DUC  éunt  des  droites,  les  angles 
DMB,  AMC  sont  égaux,  comme  opposés  au  sommet;  d'ailleurs 
AMC  =  AMC,  attendu  que  AB  est  perpendiculaire  au  milieu  de 
ce  ;  donc  les  angles  DMB,  CMA  sont  égaux  entre  eux. 

II.  Celte  propriété  peut  être  énoncée  autrement  :  supposons, 
conformément  au  principe  de  la  moindre  action,  que  CMD  soit 
le  chemin  suivi  par  un  atrps  élastique  qui,  parti  du  point  C,  Soit 
arrivé  en  D ,  après  s'être  réfléchi  sur  la  droite  AB.  Menons  MN 
perpendiculaire  ou  normale  k  AB:  les  angles  NMC,  NM.Bsoot 
appelés,  respectivement,  an^/e  d'incidence  et  angle  de  réflexion. 
D'ailleurs  ces  angles,  compléments  d'angles  égaux,  sont  égaus. 
Ainsi,  la  réfiexion  des  corps  élastiques,  de  la  lumière,  par 
exemple,  se  fait  de  manière  que  l'angle  d'incidence  est  égal  à 
l'angle  de  réflexion.  Celle  conclusion  est  confirmée  par  Tcxpé- 
rience. 

III.  Si  la  droite  AB  représente  la  surface  d'un  miroir  plan,  le 
point  C  prend  le  nom  d'image  du  point  C  :  c'est  le  lieu  que  parait 
occuper  ce  point,  pour  un  œil  placé  en  D  (*). 


A  un  angle  donné,  xAy,  inscrire  un  triangle  MNP,  de  péri- 
mélre  minimum,  et  dont  l'mt  des  sommets  soit  un  point  donné  P, 
situé  entre  le»  cotés  de  l'angle. 

Soient  P',  P"  les  images  de  P,  relati- 
vement aux  deux  cotés  de  l'angle.  Si  la 
droite  P'P"  coupe  Aa;  en  M,  Ay  en  N, 
PMN  sera  le  triangle  demandé. 

En  clfet,  PM'IS'  étant  un  autre  triangle 
quelconque,  inscrit  à  l'angle  donné,  et 
dont  l'un  des  sommets  soit  P  ;  menons  P'M' 


(*)  Cette  explicition ,  poBr  être  complétée,  exigerait  des  notions  craprun- 
lées  A  la  Géométrie  de  l'espace  et  à  l'Optique. 
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«  P"N'.  Nous  aurons 

P^  <  P'H'  +  M'N'  +  N'P", 
ou 

P'M  +  HN  +  NP"  <  P'M'  +  M'N'  +  N'P". 
Hais 

I>'M=PM,    NP"=NP,    P'M'„B'P,     N'P"=N'P; 

donc,  etc. 

Remarque.  La  solution  devient  illusoire,  quand  la  droite  P'P", 
au  lieu  de  couper  Ax  et  Ay,  ren- 
contre les  prolongements  de  ces 
lignes.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  visible 
que  la  somme  des  angles  PAP', 
PAP"  surpasse  2  angles  droits. 
Mais 

PAP'=2PAa;,    PAP"=2PAy; 
donc  le  problème  est  impouible  lorsque  l'angle  donné  est  droit  ou 
o6fi«.  Dans  ce  cas,  le  triangle  PMN  est  remplacé  par  le  système 
de  la  droite  PA  et  de  la  droite  égale  et  contraire  AP. 
En  effet,  PM'N'  étant  un  u-iangle  quelconque  [G.,  52]  : 

P'A  -4-  AP"  <  P'M'  -*-  M'N'  +  N'P", 
ou 

2AP<PH'+M'N'-t-N'P. 


rrablème  XII. 

À  un  triangle  ABC,  inscrire  «n  triangle  KTiP,  de  périmètre 
minimum. 

Supposons  d'abord  que 
le  triangle  soit  acutangle. 
Si  le  point  P  est  pris  arbi- 
trairement sur  le  côté  AB, 
le  triangle  PMN  sera  dé- 
terminé par  la  construc- 
tion employée  dans  le 
problème  précédent.  Les 


f«iaa  Q,  R,  ■■■ggi  éa  poôu  P,  «wt  «nés  sw  hs  dnaes  ■&'. 
Air,  lyMétriipa  4e  AB,  pv  nfport  à  IC,  AC  DTadlMs 

Moai,  iaa»  ton»  les  trôoffa  tels  fw  CQK,  fa  s^ihc  éa 
eMè»  C'Q,  C'R  est  eoDscaie.  hr  eoosèqaent,  poor  râaadre  le 
fnUimt  rrofmi,  tm  éeH  (Proh.  g)  Mw 

Mener  b  éroiie  RXNQ,  ei  prcorfre  enfin  AP  =  AK. 

Si  le  triangle  ABC  est  reeUnsle  on  oImbbd^,  a  réalK.  de 
b  renarqae  faite  i  b  in  do  Probiême  XI,  que  fc  (rin^Cr  M^P 
eu  remptaeé  par  U  tyêtèwte  ie  tm  kmttOÊr  torretpoitétmt  m  pbu 
gramd  mttfle,  et  iTime  àroUe  éfoie  ett«mlrmire  à  eHte  Immtewr. 

COKOLuiU.  Si  WH  trvmgU  est  imatril  à  mm  tria»gU  rettamgle 
0(1  obitaamgle,  U  périmètre  du  premier  turpasae  k  dottble  de  la 
pltu  petite  haulnr  du  tecomd. 


Quelle  rmile  doit  suivre  wie  bilU  M  powr  rtmeontrer  urne  autre 
bille  N,  après  avoir  louché  les  quatre  bande*  du  billard? 

Soit  MPQBSN  b  roule  inconnue  que  doit  suivre  b  bille  M 
*ur  le  bilbrd  reciangubire  ABCD.  Construisons  le  point  lU', 
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symétrique  de  M  par  rapport  k  AB,  et  le  point  M",  symétrique 
de  M'  par  rapport  &  BG.  Soient  N',  N"  les  points  que  l'on  déduit 
de  N  par  une  construction  analogue.  D'après  le  Problème  X,  les 
lignes  M'PQ,  M"QR,  N'SR,  N"RQ  sont  droites;  tionc  M"QRN" 
est  une  ligne  droite  :  elle  détermine  les  points  R,  Q,  puis  les 
points  P,  S. 

Remarque».  —  I.  Le  plus  court  chemin  MPQRSN  est  égal ,  en 
longueur,  k  la  droite  M"N". 

11.  Les  angles  aigus  P,  R,  compléments  d'angles  égaux,  sont 
égaux;  donc  les  droites  PQ,  RS  sont  parallèles.  De  même  MP, 
NS  sont  parallèles  h  RQ. 

VMkl«HC  XIV. 

Qttelle  roule  doit  suivre  une  bille  pour  revenir  au  poinl  de  départ, 
après  avoir  touché  les  quatre  bandes  du  biUard? 

Pour  résoudre  cette  question,  il  suffit  de  supposer,  dans 
le  Problème  XIII ,  que  les  points  M,  N  se  confondent;  alors, 
d'après  la  Remarque  11,  la  figure  MPQRSM  devient  un  paral- 
lélogramme. 

Déplus,  les  côtés  de  ce  parallélogramme  sont  parallèles  aux 
diagonales  AC,  BD  dti  rectangle. 


En  effet,  si  nous  prolongeons  DA  jusqu'il  sa  rencontre  T 
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mee  PM',  noas  aurons  AT  =  AS=CQ;  donc  le  quadrilatère 
ATQC,  dans  lequel  deux  etSlés  sont  égaux  et  parallèles,  est  uo 
parallélogramme;  donc  PQ  est  parallèle  à  AC. 

Bemm-que.  A  cause  de  TP  =  PS,  on  a 

PQ  +  PS  =  QT  =  AC: 

le  plu»  court  chemin  MPQRSM  est  égal  à  la  tomme  det  diagonales 
AC,  BD.  Celte  longueur  est  donc  indépendante  de  la  posiiion  du 
point  H. 


A  un  quadrilatère  convexe  ABCD,  inscrire  un  ([uadrilatire 
MNPQ  dont  le  périmètre  soit  minimum. 

Si  l'on  fixe  les  sommets  Q,  P,  N,  on  devra,  pour  satisfaire  Jt  la 

condition  proposée,  rendre  les  angles  AMQ, 

BHN  égaux  entre  eux  (Prob.  X).  Pour  la 
même  raison.les  angles  BNM,  CNP  doivent 
être  égaux  entre  eux  ;  et  ainsi  de  suite.  Con- 

séquemment,  la  ligne  HNPQMN est 

celle  fue  décrirait  une  trille  qui  repassertut 

indéfiniment  par  sa  position  initiale,  après 

avoir  louché  toutes  les  bandes  du  billard  quadrangulaire  ABCD. 

Cela  posé,  en  prenant  pour  unité  l'angle  droit,  nous  aurons, 

dans  les  triangles  AMQ,  BNM,  CPN,  DQP: 

A -t- H -I- Q  <=- S,    B-t-N-i-H=2, 

C-^P-t-N=S,    D-t-Q-i-P=2. 

On  conclut,  de  ces  égaiiiés  : 

M  +  N  +  P  +  Q=i  — (A  +  C), 
M  +  N-t-P-t-Q  —  *.~(B*D). 

Parconséqueal,  le  problème  est  indéterminé  si ,  dans  lequadri' 
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tatêre  donné,  les  angles  oppoêés  sont  supplémentaires  Ç);  il  ttt 
impossible  dans  le  cas  contraire  (**). 

Remarques.  —  I.  Dans  le  cas  où  le  problème  est  possible,  on 
peut  prendre  arbitrairement  le  sommet  M,  et  la  construction 
suivante  donne  le  polygone  cherché  MNPQ. 


II.  La  même  construction  montre  clairement  à  quoi  tient  l'in- 
déterminalion  du  problème.  En  effet,  soient  0  Je  point  oîi  les 
deux  droites  symétriques  BM',  B'M"'  rencontrent  le  prolonge- 
ment du  côté  CD,  et  (X  le  point  de  concours  des  droites  AM", 
CD.  Dans  les  triangles  BCO,  ADO'  : 

angleO  =°  angle DCB  —  angleCBH', 

angle  0'  =  angle  ADC  —  angle  H"AD; 
ou 

0  =  C  — B,     0'-.D  — A, 
Mais 

A  H-  C  =  B-t-Di 
donc 

0  =  0'; 

ainsi  les  droites  B'M"',  AM"  sont  parallèles.  On  conclut  aisément, 


{')  C'est-B-dirc  lî  le  quadrilatère  est  imcrifliUt. 

(")  En  général,  ai  l'on  veut  intcrire,  à  unpolj/goiu  donné,  un  polygone  d« 
périmèlrt  minimum,  le  problème  est  impouible  ou  iniiélerminé ,  quand  le 
polygone  donné  a  un  nombre  pair  de  cités. 


t  ■  ftnamn  AX.  !a  liroiie  WV  SK 
leow  j  I  auii  III  a  AKae  JircBna;  de. 

m.  Lar9<|Tie  le  rpiaib^Iatêre  AKD  ne  sn&&it  pw  i  fa  cob- 

A  -<-  C  =  •  -*-  ». 

I«  fjoadrilatCTV  X^PQ  «t  rcmpJaeé.  mû  pK  on  rrii«gk.  mit  fw 
lient  droûen  eonftniifues  en  one  «eiile.  Pv  eiemfilv .  ^bs  k  cas 
lré3-4nMpl«  (M  ABCD  eat  an  trapèze  aianc  ilenao^ï  droilSjflB 
rMonnail  sans  peine  qiie  H^PQ  w  rcdmt  à  '/ra^  /bà  b  plis 
pétilla  fies  dem  diafimaks  du  npèie. 

I>'.  D'après  b  dûrassion  prérâiraie  : 

1*  Ij!  fpKn/rilalére  ABCD,  fi)rme  par  fn  bûaectritta  d«  aajfci 
^lêrimn  d'mn  rfvmitrîlalére  nuKtxe  3I>P1J,  ?*f  itufriptibit; 
V  te  quadrilatère  formé  par  le»  bimerlrien  'le»  m»fle*  tmlt- 

rievrs  d'un  ffHadriialêre  rontexe,  est  iii.vTip/i'Je. 


Trouver,  mr  une  droite  donnée  AB,  «H  point  M  tel,  que  la  dif- 
férence de  tes  iliêtanret  à  deux  points  donnét  C,  D,  situa  déport 
et  d'autre  de  AB,  toit  un  maximum. 

Prenant,  comme  dans  le  Problème  X ,  le  poini  C  symétrique 
du  point  C,  puis  menant  C'DM  et  MC, 
on  a 

CH  — HD=>C'M  — HD. 

Or,  cette  dernière  différence  est  la 
plus  grande  possible,  lorsque  les 
points  C,  D,  M  sont  en  ligne  droite. 
En  effet,  si  nous  prenons  sur  AB 
un  point  quelconque  M',  nous  aurons, 
dans  le  triangle  C'M'D  : 

C'M'_M'D<C'D. 
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Remarque.  Lorsque  les  points  C^  D  sont  également  distants  de 
AB»  le  point  M  n'existe  plus;  et  alors,  le  point  M'  s'éloignant  indé- 
finiment du  milieu  de  EF,  la  différence  CM'  —  M'D,  d'abord 
nulle,  croit  sans  cesse,  en  restant  toujours  moindre  que  EF 
ou  CD. 

Problème  XTIL 

Trouver,  sur  le  côté  AB  d'un  triangle,  un  point  tel,  que  la 
somme  de  ses  distances  aux  deux  autres  côtés  soit  un  minimum. 

Prenons,  sur  AB,  deux  points  quelconques  M,  M';  puis 

abaissons  MP,  MT'  perpendiculaires 
sur  AC,  et  MQ,  M'Q'  perpendiculaires 
sur  BC.  Afin  de  savoir  laquelle  est 
la  plus  grande  des  deux  sommes 
MP  -h  MQ,  MP'  -h  MQ',  posons 

MP  -t-  MQ  ^  MP'  -i-  MQ'. 

Menons  MR  parallèle  h  AC,  M'S  parallèle  à  BC  :  rinégaiilé 
devient 

MP  -^  MS  -h  SQ  ^  MR  +  RP'  +  MQ'; 

d'où,  h  cause  de  MP  =  RP',  SQ  =  M'Q'  : 

MS  ^  M'R. 

Or,  les  triangles  rectangles  MRM',  MSM'  ont  Thypolcnuse  com- 
mune. Si  donc,  comme  cela  a  lieu  dans  la  figure,  Tangle  A 
surpasse  B,  nous  aurons  MM'R  <  M'MS.  De  là,  on  conclut 
aisément  MS  <  M'R. 
Par  suite, 

MP  -H  MQ  < MP'  -f.  VQ\ 

Ainsi^  la  somme  des  distances  du  point  M,  aux  côtés  AC, 
BC ,  diminue  à  mesure  que  ce  point  se  rapproche  du  sommet 
A  ;  elle  est  donc  la  plus  petite  possible  quand  le  point  M  se  con* 
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fond  avec  ce  sommet;  e(  le  minimum  cherché  égale  la  hau- 
teur AD. 

Remarque.  Si  les  angles  A ,  B  sont  égaux ,  il  n'y  a  plus  de 
minimum;  car 

HP  -h  MQ  =  AD, 

quelle  que  soit  la  position  du  point  U. 


Vrohlèwe  XTIII. 

Trouver,  dans  le  plan  d'un  triangle,  vn  point  tel,  que  la  tomme 
de  ses  dùtancet  aux  côtés  du  triangle  soit  un  minimum. 

Par  un  point  quelconque  M,  intérietir ou  cxlérieurau  triangle, 
menons  DE  parallèle  au  oàté 
AB;  soit  F  le  point  où  cette 
droite  rencontre  le  plus  petit 
des  côtés  AC,  BC.  D'après  le 
problème  précédent, 

FH  <  HQ  -f-  UR, 

ou 

FH  -I-  FC  <  MP  +  MQ  -t-  MR. 

II  ne  s'agit  donc  plus  que  de  comparer  le  point  F  avec  les  autres 
points  du  côté  AC.  Or,  d'après  le  même  problème,  on  a 

CI<  FH  ■+■  FG. 

Ainsi,  le  point  cherdté  est  le  sommet  du  plus  grand  de»  trois 
angles  du  triatigle.  En  même  temps ,  le  minimum  de 

MP  -t-  MQ  -(-  MR 

est  la  plus  petite  hauteur  du  triangle. 
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Pr«MèMe  XIK. 


Trouver  le  lieu  des  points  telt,  que  ta  tomme  des  dittancei 
de  chacun,  à  deux  droites  données,  soil  égale  à  une  longueur 
donnée. 

Il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer  : 

i'  Les  droites  AB,  CD 
sont  parallèles,  et  leur  dis- 
tance  est  moindre  que  la 
longueur  donnée. 

Le  lieu  géoniélriquc  se 
compose  du  sysième  de 
deux  droites  MN,  PQ, 
parallèles  à  AB,  CD.  Pour 
trouver  ces  parallèles,  on 
mène  une  perpendiculai- 
re commune  XY,  et  l'on 
prend 

FG  =  EH  =  -(L  — EF), 

L  étant  la  lon^jueur  donnée. 

En  efTel,  la  somme  des  distances  du  point  M,  aux  droites  AB, 
CD,  est 

EG-»-FC  =  EF-*-2FG  =  L. 

2"  Les  droites  données  sont  parallèles,  et  leur  dislance  est 
égale  à  la  longueur  donnée  L. 

Dans  ce  cas,  tout  point  de  la  bande  comprise  entre  AB,  CD 
satisfait  à  la  question. 

3'  Les  droites  données  sont  parallèles,  et  leur  distance  sur- 
passe L. 

Le  problème  est  évidemment  impossible. 

*•  Les  deux  droites  sont  concourantes. 
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Heuoos  EF  parallèle  à  la  droite  donnée  AB,  de  manière  que 
la  dislancc  enlre  ces  lignes  soit  L.  Pre- 
nons, à  partir  du  point  de  concours  O, 
OG==OE. 

D'après  la  remarque  ci-dessus  (Prob. 
XVII),  chaque  point  de  la  base  du 
triangle  Isoscèle  AOE  S8ti$rail  k  la  ques- 
tion. Mais  celle  base  ne  constitue  pas 
tout  le  lieu  géométrique  cherché. 

En  effet,  si  nous  prenons 

OH  =  OI  =  OE, 

tous  les  points  situés  sur  le  périmètre 
du  rectangle  EGIH  sont  tels,  que  la 
somme  des  distances  de  chacun  d'rux, 
aux  diagonales  EH,  )G,  égalo  L. 

Remarque.  Si ,  dans  le  cas  des  droites 
concourantes,  on  deniandail  que  la  dif' 
férence  des  dislances  du  point  cherche, 
aux  deux  droites,  fût  égale  à  L,  on 
trouverait,  comme  lieu  géométrique,  les 
prolongements  des  côtés  du  rectangle. 
C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  reconnaitre. 

Le  cas  des  droites  parallèles  donne 
une  discussion  analogue  à  celle  qui  pré- 
cède. 


LIVRE    II. 


Les  hauteur»  AM,  BN,  CP,  d'un  triangle  ABC,  lont  les  bissec- 
trices des  angles  du  triangle  MNP  ayant,  pour  sommets,  les 
pieds  de  ces  droites. 

Soit  O  le  point  de  concours  des  hauleiirs  (Liv.  I ,  Th.  I).  A 
Ciiusedes  angles  droits  en  M,N,  P, 
les  circonférences  décrilcs  sur  les 
droites  OA,  OB,  OC,  prises  comme 
diamèlres,  passent,  chacune,  par 
deux  des  points  M,  N,  P  [G.,  189]. 
Cria  posé,  les  angles  OMP,  OBP 
sont  égaux,  comme  ayant  pour  me- 
sure la  moiiic  de  l'nrc  OP.  Pour 
lii   même   raison,  OMN  =  OCN. 
Mais  les  angles  OBP,  OCN,  complémenls  de  B.\C,  sont  égaux; 
donc  OMP  =  OMN.  Ainsi,  la  hauteur  AM  esl  la  bissectrice  de 
rangle  PMN. 
Même  démonstrolion  pour  BNet  CP. 

Remarques.  —  I.  Ce  lliéorème  est  la  réciproque  d'une  propo- 
sition connue  [G.,  111],  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Les  bissectrices  MO,  NO,  PO,  des  angles  intérieurs  d'un  trian- 
gle MNP,  sont  les  hauteurs  du  triangle  ABC  formé  par  les  bissec' 
Irices  des  angles  extérieurs  du  premier  triangle. 

l\.  De 

0MP=.0MN  =  1'— A, 

on  conclut 

PMN  =  2'  -  2A. 
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Ainsi,  les  angles  du  triangle  MNP  sont  les  suppléments,  respec- 
tifs,  des  doubles  des  angles  du  triangle  ABC. 

III.  Le  point  O,  où  concourent  les  hauteurs  du  triangle  ABC, 
est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ayant,  pour  sommets,  les 
pieds  de  ces  droites  [G-,  160]. 

IV.  Les  sommets  A,  B,  C,  du  premier  triangle,  sont  les  centres 
des  cercles  ex-inscrits  au  second  [G.,  161], 

V.  Le  triangle  MNP  est,  parmi  tous  les  triangles  itiscrits  à 
ABC,  celtii  dont  le  périmètre  est  minimum  (Lïv.  I,  Prob.  XII). 
On  a  ainsi  une  nouvelle  solution  de  ce  problème. 


Les  circonférences  qui  passent  par  deux  des  sommets  d'un 
triangle  ABC  et  par  le  point  de  concours  H  des  Itauleurs,  sont 
égales  à  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 

Les  angles  BAC,  BHC  sont  supplémentaires,  comme  ayant  les 
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côtés  respectivement  perpendiculaires  ;  donc  l*arc  BDC  est  capa* 
ble  d'un  angle  égal  à  BAC  ;  donc  il  est  égal  à  Tare  BAC  ;  etc. 

Remarques.  —  I.  Chacune  des  circonférences  BHCD^  GH AE , 
AHBF  est  symétrique  de  la  circonférence  ABC ,  relativement  à 
Fun  des  côtés  du  triangle. 

II.  Les  parallèles  aux  côtés  AB,  AC,  menées  par  les  sommets 
C,  By  se  coupent  sur  la  circonférence  BHCD,  parce  que  Tangle 
de  ces  droites  est  le  supplément  de  BAC.  De  là  résulte  que  le 
triangle  DEF,  dont  les  côtés,  parallèles  à  ceux  du  premier  trian- 
gle, passent  aux  sommets  de  celui-ci,  a  ses  sommets  sur  les  cir- 
conférences BCD,  ACE,  ABF. 

m.  L'angle  HCD  étant  droit,  HD  est  un  rayon  de  la  circon- 
férence  circonscrite  au  triangle  DEF  (Liv.  I,  Prob.  1);  donc  cette 
circonférence  DEF,  qui  a  pour  centre  le  point  H,  est  circonscrite 
au  système  des  circonférences  BCD,  CAE,  ABF. 

En  outre 9  les  six  cordes  AE,  AF,  BF,  BD,  CD,  CE  sont 
égales. 

IV.  La  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABDC  ;  la  droite 
OO',  qui  joint  les  centres  des  circonférences  symétriques  ABC, 
BDC;  et  le  côté  BC,  se  coupent  en  leur  milieu  commun  6;  donc 
GO'  =  GO  =  7  AH.  Ainsi,  dans  tout  triangle,  la  distance  d'un 
sommet,  au  point  de  concours  des  hauteurs,  est  double  de  la  dis- 
tance  du  côté  opposé,  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

V.  Les  droites  AH,  00',  étant  égales  et  parallèles,  les  rayons 
AO>  HO'  sont  parallèles. 

VL  Si  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A,  le  point  II  se  con- 
fond avec  A  ;  les  circonférences  BAC,  BCD  coïncident. 
Etc. 
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Tlié«r*Me  Hl. 


Si  deux  circonférence»  técante»  O,  0'  ont  une  dauble-corde  (*) 
commune  BAB'  : 

1°  Cette  droite,  et  la  distance  des  centres,  sont  vues,  sous  un 
même  angle,  du  second  point  d'intersection  M  des  circonférences; 

2"  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  BHB'  a,  pour 
centre,  un  point  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
OMO'; 

5°  Les  tangentes  en  B,  B',  aux  circonférences  0,  0',  concou- 
rent en  un  point  J)  de  la  circonférence  BHB'  ; 

4°  L'angle  BDB',  sous  lequel  les  circonférences  0,  0'  sortt 
vues,  du  point  D,  est  égal  à  l'angle  de  ces  deux  Utptes. 

1*  Si  l'on  trace  les  rayons  AO,  MO,  l'angle  AOM  est  le  double 
de  ABM;  donc 

0'OH=-ABU. 

De  même, 

OO'M  =  AB'M  ; 

ct,parconsc(jiionl, 

OHC  =  BMB". 

Ainsi, /pji  droites 

00\hB' sont  vties, 

du  point  M ,  sous 

rfcî  angles  égaux. 

2°  Le  contre  C,  de  la  circonférence  BMB',  est  l'iiiierscclion 

dus  perpendiculaires  obnissécs,  de  0,  0',  sur  les  cordes  BM,B'M, 


(')  Celte  dénomination  noua  parstl  plus  coDTcnablc  que  celle  de  cordt 
nous  avons  employée  bu( refois. 
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respectivemeDt.  L'angle  de  ces  perpendiculaires  est  le  supplé- 
ment de  BMB';  ou,  par  l'égalité  précédente,  le  supplément  de 
HOM^  Donc  le  point  C  appartient  à  la  circonférence  0M0\ 

3^  Les  angles  DBM ,  BAM  ont  pour  mesure ,  respectivement , 
l  arc  BEAM,  i  arc  BFM;  donc 

DBM  +  BAM  =:  S**. 

De  même 

DBM  H-  BAM  =  r. 

Ajoutant,  et  observant  que 

BAM  +  B'AM  =  2^, 

on  trouve 

DBM  +  DB'M  =  V. 

Ainsi,  le  quadrilatère  MBDB'  est  inscrit  à  la  circonférence 
BMB'. 

4''  Soient  HT  tangente  à  0,  MT'  tangente  à  0'  :  TMT'  est  ce 
qu^on  appelle  l'angle  des  deux  circonférences. 

Cela  posé, 

TMT'  =  2'  —  OMO'  =  2^  —  BMB'  =»  BDB'. 
C  Q.  F.  D. 

Remarques. —  L  On  a  vu  que  les  triangles  BMB^  OMO'  sont 
equiangles  entre  eux  (*). 

IL  L*égalité  des  angles  OMO',  BMB'  entraîne  celle  des  angles 
BMO,  B' MO'.  Donc  les  triangles  isoscèlcs  BOM ,  B'OM  sont 
equiangles  entre  eux. 

III.  Les  triangles  BDB',  OCO'  sont  equiangles  entre  eux  (**). 

IV.  Quand  la  d(mble<orde  tourne  autour  de  A,  le  centre  C,  de 
la  circonférence  BMB',  décrit  la  circonférence  OMO'. 


C)  Ccst-è-dirc  qu'ils  sont  semblables  [G.,  209]. 

(**)  Conséqucmment,  les  quadrilatères  MBDB',  MOCO'  sont  semblables 
[G.,  2(U]. 


THÉOBÈMES  ET  PKOBLÈHES 


Si,  d'un  point  M,  pris  sur  une  circonférence,  on  mène  les 
cordes  HP,  MQ,  MR,  retpecticement  perpendiculairei  aux  côtés 
BC,  CA,  AB  d'un  triangk  inscrit,  \BC,  les  nouvelle»  cordes  AP, 
BQ.  CR  ton!  paratlèles  entre  elles. 

Le  poÏDt  H  éuot  extérieur  au  iriaitgle  ABC,  les  angles  PHR , 
ABC  sont  égaux,  comme  ayant  les 
c6tés  respectivemmt  perpendicu- 
laires; donc  oFc  PR  =  arc  AC.  A 
cause  de  la  siiuaûon  des  arcs  (*),  el 
par  la  réciproque  d'un  ihéoréme 
connu  [G.,  169],  les  cordes  AP,  CR 
sont  parallèles. 

RAciproqcb.  Si  les  cordes  AP, 

BQ,  CR  sont  parallèles,  et  que,  des 

extrémités  P,  Q,  R,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés 

BC,  CA,  AB  du  triangle  inscrit,  ABC,  les  trois  droites  ainsi 

mettéet  se  cotgxnt  sur  la  circonférence. 

Soil  PM  perpendiculaires  à  BC,  el  rencontrant,  en  M,  la  cir- 
conférence. Tirons  MR. 

Les  angles  inscrits  PMR,  ABC,  correspondant  à  des  arcs 
égaux,  sont  égaux.  Mais  PM  est  perpendiculaire  à  BC  ;  donc  MR 
est  perpendiculaire  à  BA. 


Les  projections  A',  B',  C  d'un  point  M  d'une  circonférence  , 
sur  les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  inscrit,  ABC,  sont  en 
ligne  droite  ("). 


(■)  CoDtrairement  k  li  disposition  adoptée  sur  la  figure,  les  arca  PH,  / 
poorraient  avoir  une  partie  ciimmune  :  la  eoncliuion  subsiste. 

(•')  Tbéorème  de  Robtrt  Simton,  célèbre  Géoraèbv  du  siècle  dernier. 
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Tirons  B'A',  B'C  :  il  Faut  démontrer  que  les  angles  A'B'C, 
AB'C  sont^ux. 
I  Sur  les  cordes  MC,  MA, 

prises  comme  diamètres, 
décrivons  les  circonférences 
MB'CA',  MB'C'A. 

La  première  contient  les 
points  A',  B';  la  seconde, 
les  points  B',  C.  En  outre 
[G.,  187], 

A'BC  =  A'MC, 
AB'C'=AMC'. 
Les  angles  AMC,  C'MA'  sont  égaux,  cliaciin,  au  supplément 
de  ABC  [G-,  93]. 

Si  l'on  reiranche  la  partie  commune  CMC,  il  resie 

A'HC  =  AMC';  ^ 

ou,  par  ce  qui  précède, 

A'BC  =  AB'C'. 

Remarque.  Les  points  A',  B',  C  sont  les  intersections,  deux  i* 
deux,  des  circonférences  décrites  sur  les  cordes  MA,  MB,  MC. 
Soient  a,  b,  c  les  centres  de  ces  circonférences,  c'esl-à-dire  les 
milieux,  respectifs,  de  MA,  MB,  MC.  Il  est  visible  que  les  quatre 
points  H ,  a,  fr,  c,  appartiennent  à  une  même  circonférence  (*)■ 
Consé<|ucmment  : 

1*  Si  trois  circonférences  coupent,  en  un  même  point  M,  la 
circonférence  contenant  leurs  centres  d  ,  b,  c,  les  seconds  poinig 
d'intersection,  A',  B',  C,  sont  en  ligne  droite  ("). 

2*  Ces  points  A',  B',C'  sont  les  projections  de  M  sur  les  cotés 
du  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  A',  B',  C,  diamétrale- 
ment opposés  à  M,  dans  les  circonférences  a,  b,  c. 

C)  Cette  nouvelle  ligoc,  non  représentée  sur  la  ligure,  ai  homotliifiqur 

avec  U  circonférence  HABC  ;  H  est  le  cttdre  d'homolliéiie  ou  ie  $imitUude, 

{")  Nomtliei  Atmalu  de  MalMmaliipttt,  deuxième  série,  t.  X,  p.  20B. 
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Leg  projections  obliquei  (*)  A',  B',  C  d'un  point  M  d'une  cir- 
conférence, tur  les  calés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  inscrit,  ABC, 
sont  en  ligne  droite  ('*). 

Nous  laissons ,  au  lecieur,  le  soin  de  développer  la  déinonstra- 
lion  :  elle  diffère ,  très-peu ,  de  la  précédente. 

ThéarkMC  vu. 

Soient  A', B',  C  les  points  où  les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un 
triangle  ABC  sont  coupés  par  une  transversale  : 

1"  Les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  AB'C,  BC'A', 
CA'B'  se  coupent  en  un  même  point  H  ; 

S*  Les  points  A',  B',  C  sont  les  projections  (obliques  ou 
orlhogouales)  de  M,  sur  les  côtés  du  triangle  donné; 

5'  Les  points  M,  A',  B',  C 
appartiennent  à  une  même  circon- 
férence. 

1*  SoilH  le  second  point  d'inier< 
section  des  circonférences  AB'C, 
CA'B'  :  je  dis  que  ce  point  appnr- 
lienlàla  circonrérencc  BC'A'{""). 
En  eRet,  A,  B,  G  désignant  les 
angles  de  ABC,  on  s,  par  des 
théorèmes  connus  : 
C'MB'  =  A, 
B'HA'  =  Î'— ACA— C; 

(')  Celte  expression  signiGe  que  les  points  A',  B',  C  soni  les  extrémilés 
d'abtiqatt  MA',  MB',  HC,  faisant,  avec  les  e&lis  de  ABC,  dan*  It  mime  tem, 
un  même  angle  a. 

("]  Gëncralisatioii  du  Théorème  ilc  Simson.  (Cairles,  Giomilrit  supé- 
rieure, p.  281.) 

(•")  Non  repréientée  sur  la  fîfure. 


DE  GÉOMÊTRIR  ÉLÉMENTAIilE.  35 

donc 9  en  ajoutant, 

C'MA'  =  A-+-C  =  2'  — B. 

Ainsi,  le  quadrilatère  BC'MA'  est  inscriptible  ;  ou,  ce  qui  est 
équivalent  :  le  point  M,  intersection  des  circonférences  A'B'C, 
CA'B',  appartient  à  la  circonférence  BC'A'. 

2*  Les  angles  ACM,  AB'M  sont  égaux,  comme  inscrits  au 
même  segment.  Les  angles  MA'B,  AB'M,  supplémentaires  de 
MB'C,  sont  égaux.  Donc  ACM  =BA'M  =  AB'M  =  a;  c'est- 
à-dire  que  ks  points  A',  B',  C  sont  les  projections  de  M,  sur  les 
côtés  du  triangle  ABC. 

3*  Si  Ion  tire  les  cordes  MA,  MC,  on  a  : 

AMB'  =  A'C'B,    CMB'==BA'C'; 
donc 

AMB'  -^  CMB'  =  A'(/B  -h  BAC, 
ou 

AMC  =  2*'— B. 

Ainsi,  les  quatre  points  A,  B,  C,  M  sont  situés  sur  une  même 
circonférence. 

Remarque.  Le  Théorème  VI  peut  èlrc  regardé  ronimc  une 
Réciproque  de  celui-ei,  ei  inversement. 


Théorème  V|||. 

Si  Coh  considère  les  triangles  formés  par  quatre  droites  D| , 
D2,  D3,  D4,  prises  trois  à  trois ,  et  les  circonférences  circonscrites 
A  ces  triangles  :  1®  les  quatre  circonférences  se  coupent  en  un  même 
point  M;  2*  fes  centres  0^ ,  O2,  O3,  O4,  et  le  point  M ,  sont  sur 
une  même  circonférence  (*). 

La  première  partie  de  la  proposition  ne  diiïère  pas  du  Théo- 


(*)  NouveUrs  Annaha,  deuxième  série,  t.  X,  p.  200. 
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rèmc  Vl[,  car  la  droite  D4  est  une  transversale,  relativement  au 
triangle  formé  par  les  droites 
Di,  D„  D,. 

Quant  k  la  seconde  partie, 
elle  est  comprise  dans  le 
Théorème  III.  En  efTei,  par 
le  point  M,  intersection  des 
circonférences  circooscritcs 
aux  triangles  (D2,  Dj,  D4), 
(D|,  Di,  Dj)  ei  les  centres 
0|,  Ot,  faisons  passer  une 
circonférence  C  :  D^  est  une 
transversale  menée  par  le 
second  point  P,  commun  aux 
circonférences  O, ,  0(.  Done 

la  circonférence  QMR ,  qui  ne  diffère  pas  de  O3 ,  »  son  centre 

sur  C.  Et  .linsî  de  suite. 

Tkéarèmr  IX. 

La  droite  de  Sirnson  (Th.  V)  est  parallèle  aux  corde»  AP,  BQ, 
CR  gui  joignent  les  sonimels  du  triangle  ABC ,  aux  extrémiléi 
des  cordes  MP,  MQ,  MR,  respectivement  perpendiculaires  aux 
cô(éjBC,CA,  AB(Th.lV). 

Soient  G,  H  les  points  où  la  droite  A  rencontre  la  circonfé- 
rence. Les  angles  A'B'C,  A'MC 
sont  égaux  (Th.  V).  Donc 


arc  AG  =  arc  PH. 


Ainsi ,  la  droite  de  Sirnson^ 
A,  est  parallèle  à  la  corde  AP. 
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La  droite  de  Simgon  divise,  en  deux  parltet  égalet,  l<^  droite 
merâe,  du  point  donné,  M ,  an  point  H  oit  concourent  la  hau- 
teur» du  triangle  ABC, 

Soient  C"  le  point  symétrique  de  C,  rcJaiivemcm  au  diamêlre 
parallèle  à  AB;  et  S  le  point 
où  CH,  prolongée,  rencontre 
C'A'.  D'après  le  Tliéorému 
Il  (Rem.  V),  C'C'=HC. 
D'un  aulre  calé,  la  (igtire 
CSC'B  élant  un  parallélo- 
gramme (Th.  IX), 

CS=C'R  =  C'III. 

On  conclut,  de  ces  éga- 
lités, 

CM  +  C'C'  =  es  +  SH , 
oa 

MC  =  SH. 

Le  quadrilatère  MC'HS,  oyanl  deux  côtés  égaux  et  parallèles, 
est  un  parallélogramme.  Donc  le  point  I,  où  se  coupent  les  dta- 
gonales'MH,  es,  est  le  milieu  de  HH. 

Remarque.  Si  te  triangle  ABC  est  équîlaléral,  le  point  H  coïn- 
cide avec  le  centre  O  de  la  circonférence.  Ainsi  la  droite  de 
Sinuon,  relative  à  un  triangle  équilatéral,  paste  au  milieu  I  du 
rayon  mené  au  point  donné  (*). 


(*)  En  antre,  le  point  I  «(  alon  le  centre  de*  moyenne»  dâlancet  det  pro- 
FmMmm  A',  B*,  C  (faM.  (Steinh,  A^otKrih»  v^fmofw,  tome  I). 
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Tkèsrènc  XI. 


Les  bissectrices  EP ,  EPi,  des  angles  formés paj- les  colésopposr g 
d'un  quadrilatère  inscrtptible ,  ABCD,  sent  perpendiculaires  fntt  e 
elle». 

EMP  éianl  la  bisseclrice  de  l'nngle  AËD,  on  a  [G  191] 

arcAV  —  orcBM  =  are  DP  —  oreCM. 
De  même, 

AM  —  DQ  =  BN  —  CQ. 
Un  dcduil,  de  ees  cgalrièx, 
PN  —  BH  —  DQ  -=  DP  +  BN  -  MQ, 

011 

PN  +  MQ  =  1>Q  +  MN. 

Par  suiic,  les  angles  PON,  MON  :son[  égaux,  comme  ayanl 
même  mesure;  donc  les  droiles  KP,  FN  soiil  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre. 

Remarijue.   La  réciproque  esl  vrnic. 

Thtar^me  XII. 

Dam  tout  quadrilatère  inscrit ,  ayant  ses  diagonales  perpen- 
diculaires entre  elles,  la  perpendiculaire 
MP,  menée  à  l'un  des  cotés,  CD,  du 
point  d'intersection  des  diagonales,  patte 
au  milieu  du  calé  opposé  (*). 

L'angle  ACD  est  le  complémeni  de 
CMP=AMQ;done  ACD  =  BMQ.  Mais 
ACD=ABD;  donc  BMQ  =  ABD.  Le 


(')  Tbéorcmc  de  Brahmioupta  (Cbislgj,  Aperçu  Aiiforiquc,  3*°*  édilioD, 
p.  438). 
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iriaiigle  BMQ,  ayant  deux  angles  égaux,  est  isoscèlc;  cl,  en 
conséquence  : 

BQ  =^  HQ  =>  AQ. 


Le»  circonférences  qui  ont  pour  cordes  les  càlès  d'un  quadrila- 
lère  inscripiible,  ABCD,  donnent  lieu,  par  leurs  nouvelles  inter- 
sections, à  un  qwtdrilaiére  inscripiible  A'B'C'D'. 

La  somme  des  trois  angles  en  C  est 

D'C'B'  -*-  B'C'C  +  D'C'C  =  i". 

Mais 

B'C'C  +  BBC  =  V, 
D'CC  -i-D'DC  =  2'; 
donc 

D'C'B'  =  B'BC  +  rVDC. 

On  prouveruil,  de  même,  f[ue 
|1»A'B'  =  B'BA  -h  D'DA. 
Ajoulan*  on  obticni 

D'C'B'  +  D'A'B'  =  CBA  +  CDA  =  2''  ; 
donc  le  quadrilatère  A'B'C'D'  est  inscriptible. 

Théorène  KIT. 

Les  points  de  concours  0, 0',  O",  0'",  des  hauteurs  des  trian- 
gle» déterminés  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  itiscriptibte , 
ABCD,  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  égal  au  premier. 

Soient  O",  O'  les  points  de  concours  relatifs  aux  triangles 
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A  lîl),  ACU.  D'après  le  Théorème  11  (Rem.  IV),  les  droites  B"0, 
C'O  sont  égales  et  paral- 
lèles; donc  O'O"  est  égolc 
e(  parallèle  à  BC. 

On  dcmoiitrerait,  de  la 
même  manière,  que  les 
oulres  côlés  du  <|uadrila- 
tère  00'0"0"'  sont,  res- 
pectivenieni ,  égaux  et  pa- 
rallèles il  ceux  du  quadri- 
latère donne.  Ces  deu\ 
figui-es  sont  donc  égales. 

Remitrifacs,  —    I,    Les 
doux  quadrilatères,  et  W 
circonro rinces  qui  les  coniionnenl,  sont,  deux  à  deux, symétriques 
par  rapport  au  eentre  I  du  parallélogramme  ItCO'O". 

II.  La  démonstration  prccédcnle  repose,  essentiellement,  sur 
la  Remarque  I  (Th.  II).  Celte  remarque  peut  èire  énoncée  ainsi  : 
Lorsque  des  triangles  ont  même  base,  el  même  angle  au  sommet, 
le  lieu  des  points  de  concours  des  hauteurs  de  chacun  d'eitx  est 
l'arc  symétrique,  par  rapport  à  la  base,  de  l'arc  qui  contient  te 
sommet  variMe.  On  en  conelut  la  proposition  suivante  : 


Th^r«ne  XV. 

Un  polygone  inscrit ,  de  n  côtés,  étant  décomposé  en  triangles, 
au  moyen  de  diagonales;  les  points  de  concours  des  hauteurs  de 
ces  triangles  sont  sitrtés,  n  —  2  à  n  —  2,  «wr^^-^^circon/erencca, 
symétriques  de  la  cifxonférence  donnée,  relaliveme7it  aux  côtés 
OH  aux  diagonales  du  polygone  (*). 


(')  l^e  nombre  lattl  des  points  de  renconlrc  est  *'',  ',  j  "  ■ 
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D'un  point  H,  appartenant  à  une  àreonfirence  O,  Ton  mène 
Imis  cordes  MA,  MB,  MC;  sur  cet  droite»,  priaes  comme  dia- 
mètres, on  décrit  trois  circonférences  :  les  points  P,  Q,  R,  où 
ces  lignes  se  coupent  deux  à  deux,  sont  titués  sur  une  même 
droite. 
Menons  les  cordes  AB ,  BR,  BP,  CP,  CQ ,  AQ ,  MR ,  MP,  MQ. 
Les  angles  MRA, 
MRB,  inscrits  à 
des  demi-ccrclc», 
sont  droits;  donc 
ARB  est  une  li- 
gne droite.  Pour 
la  même  raison, 
BCPeiCQAsont 
des  lignes  droites. 
De  là  résulte  que 
P.  Q,  R  sont  les 
projections  de  M 
sur  les  côtés  du 
triangle  ABC,  in- 
scrit k  la  circon- 
férence O.  Donc, 
d'après  le  Théo- 
rème de  Simson ,  ces  points  sont  en  ligne  droite. 


Tkésrèan  XTII, 


Si,  par  le  point  de  contact  Ode  deux  circonférences ,  on  mené 
deux  doubles-cordes  AD,  BC,  les  droites  AB,  CD,  qui  joignent 
lot  extrémités  de  ces  cordes,  sont  parallèles. 

Si  nous  menons  la  tangente  commune  £P,  les  angles  OAB, 
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BOFiieronié^uiL,coaiiaea;aDlpouriDesnre^arrOB  [G.,  186]; 
de  iD«iDr,  ODC==EOC.  Mais  les 
angles  BOF,  EOC  opposés  par 
le  sofnmel,  sont  égaux;  donc 
0AB  =  0IM:;  donc  les  droites 
AB,  eu  sont  parallèles,  comme 
Taisant  avec  AD  des  angles  alter- 
nes inienics  égaux. 


Si,  fxir  le  point  d'intersection  A  de  deux  cirtonférentes  O,  O', 
vn  mène  deux  doubles-cordea  CD,  EF,  le*  droites  CE,  DF,  qui 
joignent  le»  extrémités  de  ces  corde»,  font  entre  elles  un  angle 
constant. 

Menons,  par  le  point  A,  les  droites  GAH,  G'A'H',  rcspedi- 
venienl  langrntes  aux  deux  rirconfé- 
reiices.  Nuiis  aurons 

AUF=  H'AE,     ALE  =  HAE; 
d'où 

ACE  —  ADF  =  HAE  -  II'AK; 

ou  encore 

ACE— ADF-=HAH'. 

Ainsi,  la  différence  des  angles  formés  par  les  droites  EC,  DF 
avee  la  double-corde  CD,  est  constante  cl  égale  à  l'angle  des 
deux  tangcnies.  De  là  résulte  que,  si  nous  prolongeons  EC,  DF 
Jusqu'à  leur  rencontre  en  M,  l'angle  CMF  sera  égal  à  HAH'. 

Remarque.  Si  la  corde  CD  reste  fixe,  et  que  la  corde  ËF 
tourne  autour  du  point  A,  le  point  M  varie  de  position,  mais 
de  telle  sorte  que  l'angle  M  est  constant.  Donc  ce  point  M  dé- 
crit un  are  capable  de  l'angle  HAH',  passant  par  les  points  C,  D 
[G.,  192], 
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Si  y  à  un  cercle  I,  inscrit  à  un  angle  0,  on  mène  des  tangentes 
intérieures  ùu  extérieures  :  \^  les  tangentes  intérieures  AB  déter- 
minent des  triangles  ayant  métne  périmètre;  2^  les  tangentes 
extérieures  CD  déterminent  des  triangles  dans  lesquels  l'excès  du 
demi-périmètre  sur  le  côté  CD  est  constant;  3**  enjoignant  le 
centre  aux  extrémités  des  tangentes  extérieures  ou  intérieures  ^ 
an  forme  des  angles  constants  pour  chaque  espèce  de  tangente; 
4"  les  angles  au  centre,  pour  la  tangente  extérieure  et  pour  la 
tangente  intérieure,  sont  supplémentaires. 

1**  Dans  le  triangle  OAB, 

AP==AN,     BP=BM; 
[C,  195]  donc 

OA  -*-  OB  -t-  AB  «  ON  -^  OM  =»  20M. 
2o  Dans  le  triangle  OCD , 

CQ=«CN,     DQ  =  DM; 
donc 

OC  -*-  OD  —  CD  «  ON  -4-  OM  =  20M; 
ou 

3^  L*angle  AIB  est  constant;  car  il  est  égal  à  la  moitié  de 
Tangle  NI  M,  supplément  de  Tangle  donné  0. 

De  même,  Tangle  CID,  égal  à  la  demi-somme  des  angles  NIQ» 
MIQ^est  constant. 

4*  La  somme  des  angles  NIM,  NIQ,  MIQest  égale  à  4  angles 
droits;  donc  les  angles  AIB,  CID  sont  supplémentaires. 

Remarque.  La  première  partie  du  théorème  a  déjà  été  indi- 
quée (LiV.  I ,  Prob.  IX). 
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1"  Le»  tegments  déterminés,  sur  les  cotés  d'un  triangle,  par 
les  points  de  contact  du  cercle  inscrit  et  d'un  des  cercles  ex-inscrits, 
sont  égaux,  chacun,  au  demi-périmètre  moins  un  côté;  2*  ta 
somme  des  segments  est  égale  au  demi-périmètre. 

Considérons,  sur  le  côté  AB,  les  segments  AD,  DB,  BH,  dé- 
terminés par  le  point  de  contact  D 
du  cercle  inscrit  0  et  par  le  point 
de  conlacl  M  du  cercle  cx-inscril 
0'.  Nous  aurons,  en  représenisnl 
par  a,  b,  c  les  trois  eâlés  du  iri- 
angle,  et  par  1p  le  périmètre  : 

\'    2/>=AB  +  BG-+- AC  +  CG 
=  AB  -i-  BH  +  AC  -»-  Cl 
=  AH-+- A1  =  2AH; 

donc 

p  =  tM. 

a-     2p  =  2AD  +  2BF  -»-  2CF  =  2AD  +  2BC; 

AD  =  p  —  o. 

3*    2p  =  2BD -H  2AE  ^- 2CE  =  2BD -I- 2AC  ; 
pttis 

BD  =  p  —  6. 


Remarques.  —  I.  A  cause  de  p=  AH  =  AD  +  BD  +  CF, 
on  conclut 

BH=oCF, 
ou 

BG  =  CF. 

Ainsi,  «wr  chaque  coté  d'un  triangle  quelconque,  le  tegmmt 
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compris  entre  un  sommet  et  le  point  de  contact  du  cercle  instrit, 
eti  égal  au  segment  compris  entre  l'autre  sommet  et  le  point  de 
contact  du  cercle  ex-inscrit. 

II.  Soient  D',  D"  les  points  de  contact  du  côté  fiC  avec  les 
eercles  ex-inscri($  1',  1".  On  vient  de  voir  que 

CD'^AB,    BD"  =  AD; 


Ainsi,  les  segments  déterminés  sur  un  côté,  par  les  sommets, 
et  par  tes  points  de  contact  de  deux  des  cercles  ex-inscrils,  sont 
égaux  entre  eux. 

Ilï.  A  cause  de 

BF  =  CG  =  p  — ft,    t;i)'  =  Bl)"  =  p  — a. 
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on  Irouve  aisémeni 

D'D"=6-»-e,  PC=c— 6,  CD'  =  FD"=e,  FD'=.GD"=*6; 

c'esl-à-dire  que 

V  La  distance  det  points  de  contact  situés  sur  les  prolonge- 
ments d'an  côté  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres  côtés;  2*  la 
distance  des  points  de  contact  situés  sur  un  coté  est  égale  à  la 
différence  des  deux  autres  calés,  elc. 


\,V,  l",  l'"  étant  les  centres  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex- 
inscrits à  un  triangle  ABC  :  1*  Les  circonférences  décrites  sur  II', 
ou  sur  ["]"'  comme  diamètres,  passent  aux  sommets  B,  C;  ^  les 
circonférences  décrites  sur  II"  ou  sur  \'l"',  comme  diamètres,  pas- 
sent aux  sommets  C,  B  ;  3'  le»  circonférences  décrites  sur  11'"  ou 
sur  M",  comme  diamètres, passent  aux  sommets  A,  B:  4*  toiites 
ces  circonférences  ont  leurs  centres  sur  la  circonférence  circon- 
scrite; S*  les  cordes  A'B',  B'C,  C'A'  sont,  respectivement,  perpen- 
diculaires sur  les  milieux  des  droites  Cl,  AI,  Bl. 
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Les  angles  IBI',  ICF  étant  droits,  la  eireonfércnce  décrite  sur 
II',  comme  diamètre,  passe  aux  sommets  B^  C;  le  centre  de 
cette  circonférence,  point  milieu  de  ir,  est  situé  sur  le  diamètre 
\'\"  perpendiculaire  à  BC;  et,  comme  la  bissectrice  II'  de  Tangle 
A  passe  au  milieu  A'  de  Tare  BC,  ce  point  A'  est  le  centre 
dont  il  s'agit. 

Les  angles  r"Br',  r"Cr  étant  droits,  la  circonférence  décrite 
sur  F'^^  comme  diamètre,  contient  les  sommets  B,  C;  le  centre 
de  cette  circonférence,  point  milieu  de  ]"T\  est  situé  A'A"; 
d'ailleurs  Y'I'"  passe  par  le  milieu  A"  de  Tare  BAC ,  etc. 

Enfin,  à  cause  de  A'C  =  A'I,  B'C  =  B'I,  la  corde  A'B'  est 
perpendiculaire  au  milieu  de  CL 


Dans  tout  triangle,  la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-insa^ils 
est  égale  au  rayon  du  cercle  inscrit,  augmenté  de  quatre  fois  le 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

Désignons  par  R  ce  dernier  rayon,  par  r  le  rayon  du  cercle 
inscrit,  et  para,  |3,  y  les  rayons  des  cercles  ex-insrrits  T,  1",  T". 

Le  |)oint  A'  étant  le  milieu  de  H',  il  en  résulte,  par  la  pro- 
priété du  trapèze  [G.,  155], 

a  —  r 
A'P= 

Pour  la  même  raison, 

A'T  =  ^-~  . 

Conséquemment, 

a  -h  ^  -f-  ?  —  r 


A'A"  =  2R  « 

2 


etc.  (*). 


(*)  Cette  démonstration  très-simple  et  celle  qui  suit,  ont  clé  données  par 
M.  Mention  (youveUè»  Annates  de  Mathémaiique» ,  tome  IX). 
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Tkf«rèMe  VTKIII. 

Dans  tout  triangUy  la  somme  des  rayons  du  ceixle  inscn'l  et  dv 
cercle  circonscrit  est  égale  à  la  somme  des  distances  des  côtés  au 
cêtitre  du  cercle  circonscrit. 

Soienl  Oi ,  6| ,  c,  les  distances  des  côtés  BC,CA ,  AB  au  centre 
0.  La  valeur  précédente  de  A'P  donne 

a  —  r 
a,  =  R  - 


ou 


:2 


2ffj  =  2R  -♦-  r  —  a. 


De  même, 


2fc|  =  2R  -h  r  —  j3, 

2r,  =  2R  -+-  r  —  r  • 
Donc 

2(ri,  -*-  ft|  -4-  Ct)  =  fiR  4-  3r  —  (a  -h  ^  -i-  r)  ; 
cVst-à-dire,  à  cause  de 

a  -♦-  ,ô  -4-  r  ==  ^R  -♦-  r  : 
Oi  -H  6,  -♦-  r,  =  R  -H  r. 

Remarque,  Dans  Tapplicalion  de  ce  tliéoréme^  une  distance 
doit  être  consiilérée  comme  négative  lorsquVlle  est  extérieure  bu 
triangle. 

Théorème  m  1(11'. 

Si,  par  le  centre  0  d'un  cercle,  on  élève,  à  un  rayon  OA,  la  per- 
pendiculaire OC  égale  à  la  corde  AB  d^un  arc  ABD;  Varc  décrit 
du  point  C  comme  cefitre,  avec  une  ouvet^ture  de  compas  égale  au 
rayon  du  cercle^  divise  en  deux  parties  égales  l'arc  donné. 
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Les  triangles  isoscèles  AOB,  ODC  sont  égaux,  comme  ayant 

les  côtés  égaux  y  chacun  à  chacun; 
donc 

œD  «  OAB. 

Les  compléments  de  ces  deux 
angles  sont,  respectivement,  AOD 
et  |àOB;  donc  enfin 

i 
AOD  »  -  AOB. 
2 


Théorème  XTLW. 

Étant  donnés  une  circonférence  0  et  un  rayon  prolongé  OA  ;  $i, 
au  point  A ,  on  mène  une  perpendiculaire  AB  à  ce  rayon,  et  une 
sécante  ADE  à  la  circonférence; puis  que,  par  les  points  d'intersec- 
tion Dy  E,  on  mène  des  tangentes  DC,  EB,  ces  droites  détermi-- 
nent,  par  leurs  intersections  avec  la  perpendiculaire,  deux  dis- 
tances égales  AB,  AG. 

Tirons  les  droites  OB,  OC  et  les  rayons  OD,  OE.  Si  OC  r»OB, 

les  distances  AB,  AC  seront  égales,  et  le 
théorème  sera  démontré. 

Décrivons  sur  OB,  comme  diamètre,  une 
circonférence  :  elle  passe  par  les  points  E, 
A ,  parce  que  les  angles  OEB,  OAB  sont 
droits.  De  même,  la  circonférence  décrite 
sur  OC,  comme  diamètre,  passe  par  les 
points  D,  A.  Cela  posé,  les  angles  OAE, 
QBE. sont  égaux,  comme  inscrits  au  même  segment  OE;  sem- 
blablement,  les  angles  OAD,  OCD  sont  égaux.  Donc  les  angles 
QBE,  OCD  sont  égaux.  Par  conséquent,  les  triangles  rectangles 
QBE,  OCD  sont  égaux  ;  et 

OB  =  OC. 
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XXTI. 


Si  ABCD  est  un  quadrilatère  inscrit,  les  centres  M,  N,  P,  Q, 

des  cercles  inscrits  aux  triangles  ABC,  ABD,  ACD ,  BCD,  sont 

les  sommets  d'vn  rectangle, 

i'  Soient  E,  F,  G,  H  les 
milieux  des  arcs  eonsécuufx 
AB,  BC.CD.DA. 

Je  dis  que  les  eordes  EG , 
FH  son!  perpendiculaires 
enirc  elles. 

En  effet ,  I  élnni  le  point 
où  se  coupent  ces  droites, 
Pangle  EIF  n  pour  mesure 

-  (orcEB  ■+■  arcBt  ■+■  arcGD  •«-  arcDH) 


Les  points  M ,  N  appartiennent  6  la  eirconfêrence  décrite  du 
point  E  comme  centre,  avec  EA  pour  rayon  (Th.  XXI);  donc  la 
base  MN  du  triangle  isoscèle  HEN  est  perpendiculaire  k  la  bissec- 
trice EG  de  l'angle  D£C;  etc. 


Si  fo«  circonscrit  des  circonférences  aux  triangles  fitrmés  par 
c/iflcun  des  côtés  d'un  pentagone  ABCDE  et  tes  prolongements  des 
côtés  adjacents,  les  cinq  points  d'intersection  de  ces  lignes  sont 
sur  «ne  même  circonférence. 

Soient  ABF,  BCG,  ...  les  triangles  dont  il  s'agit.  Les  circoo- 
Krences  eïreonseriies  à  ees  triangles  se  coupeni,  consécutivement, 
en  L,  M,  N,  P,  Q  :  il  faut  démontrer  que  ces  cinq  points  sont 
situés  sur  une  même  circonférence. 
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Si  nous  considérons  le  quadrilaière  complet  ABCIFG ,  nous 


conclurons,  du  TliéoréuK  VIII,  que  les  circonférences  circon- 
icrites  aux  triangles  ABF,  BCG,  FCI,  se  coupent  au  point  L. 

De  même,  les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  CDH, 
EDI,  FCI,  Tormés  par  les  cAtés  du  quadrilatère  complet  CDEFIH, 
se  coupent  au  point  N. 

La  circonférence  circonscrite  au  Iriangle  FCI  passe  donc  par 
les  poinU  L,  N. 

Aetueilemenl ,  les  eirconrércnces  ABF,  FCI  ayant,  avec  la 
circonférence  qui  passerait  par  les  points  L,  N,  Q,un  point 
commun  L,  et  la  droite  FAI  passant  par  l'iniersection  F  des 
deux  premières  circonférences,  il  résulte,  de  la  réciproque  du 
Théorème  VIII,  que  si  l'on  joint  les  points  A,  I  aux  intersections 
de  ces  deux  lignes  avec  la  troisième,  les  droites  QA,  IN,  pro- 
longées, se  coupent  sur  cette  troisième  circonférence. 

En  considérant  le  triangle  ARI ,  et  les  points  Q ,  N ,  E ,  situés 
lur  les  trois  c6lés,  nous  voyons  que  les  circonférences  QRN, 
NEI,  QEA  doivent  se  couper  en  un  même  point.  Donc  ta  cîrcon- 
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Ureace  QLN  passe  au  point  P,  intersection  des  circonférences 
DEl,  AEK. 

On  verrait,  de  la  même  manière,  que  cette  ligne  contieDi 
aussi  le  point  M. 

Donc  les  cinq  points  L,  M,  N,  P,  Q  appartiennent  k  une  même 
circonférence  (*). 

Tlif*r«aic  XXVIII. 

A',  B',  <;'  étant  les  projection»  d'un  même  point  M,  sur  les 
cotés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ABC  ;  les  perpendiculaires  abais- 
sées, des  sommets  A,  B,  C,  sur  B'C,  C'A',  A'B',  concourent  au 
point  M',  symélrit/ue  de  M ,  relativement 
au  centre  Idela  circonférence  circonscrite 
au  triangle  A'B'C. 

Les  angles  CA'M,  CB'M  élanl  droits, 
les  points  A',  B'  appartiennent  à  la  cir- 
conférence décrite  sur  CM  comme  dia- 
mètre. Soit  G  le  centre  do  celte  circonfé- 
rence :  la  droite  Gl  est  perpendiculaire 
au  milieu  de  A'B';  donc,  à  cause  de 
1M'  =  IM,  la  droite  CM'  est  parallèle 
à  GI,  c'esi-à-dirc,  perpendiculaire  sur  A'B'. 


(')  Ce  curieux  ihéiirime  ■  élc  donné,  en  1836,  pnr  Auguste  Hiqkl, 
tion  i\ive  ï  l'Ioslitiition  Barbet. 

L'année  demiire,  M.  G.  de  Longchamps,  professeur  au  Lycée  de  Poitiers, 
I  publié  nn  remarquable  Mémoire  sur  des  systèmes  de  droites  on  de  cercles. 
Nom  en  extrayons  le  tbéorime  snirant,  qui  a  une  certaine  analogie  avec 
celui  de  Mlquel. 

Stùl  un  pentagone  formé  par  cinq  tranntrtalei.  Si  l'on  eontfdère  tei  tinq 
quadrilalèret  tUlerminéi  par  cm  droilei,  prùa  quairt  à  quatre,  pvU  lu  einf 
eireomfirtnceM  aiaqtuUei  doimeiU  litu  ces quadrUatèrei  (Th.  Vlll,  3')  : 

i*  Cet  etreonférenea  it  coupent  en  vn  mime  point  ! 

t*  Lewt  eentrei  appartietuitid  à  une  mime  eireonfireitee  (Voir  t/ouvelte 
CorretpoiidaneeMaHiémalique,lomel\\,fp.50fi  et  540). 
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Bemarqtut.  —  I.  Si  le  triangle  A'B'C  est  constant,  et  que  le 
point  M  décrive  une  certaine  ligne,  le  point  M'  décrit  une  ligne 
égale. 

II.  Les  angles  A'CM,  A'B'iM  sont  égaux ,  comme  inscrits  au 
mém«  segment.  Les  angles  A'B'M,  M'GA  sont  égaux,  parce 
qu'ils  ont  les  cAtés  respectivement  perpendiculaires.  Donc, 
A'CM  =  ACM'  :  let  droites  CM,  CM'  sont  également  iHctinée*  tw 
la  bissectrice  de  l'angle  C.  Par  conséquent  : 


Soient  AO,  BO,  CO  les  bissectrices  des  angles  intérieurs  d'un 
triangle  ABC  ;  soient  a,  b,  c  les  symétriques,  relativement  à  ces 
droites,  d'un  point  donné  M  :  les 
droites  Aa,  Bb,  Ce  conomtrent  en  un 
point  M',  symétrique  de  M  relative- 
ment au  centre  l  de  la  circonférence 
passant  par  les  projections  A',  B',  C 
de  M ,  sur  les  côUs  du  triangle  ABC. 
En  effet,  d'après  la  construction , 
les  droites  AU,  Aa,  par  exem[Je, 
sont  également  inclinées  sur  AO. 

Remarque.  I  étant  le  milieu  de 
MM',  les  obliques  lA',  IP  sont  égales. 
Donc,  les  six  projections  A',  B',  C, 
P,  Q,  R  appartiennent  à  une  même 
circonférence  (*). 


TkterèMe  SXX. 


Si  trois  droites  D,  E,  F,  tangentes  communes  à  trois  drconfé- 
remxs  A,  B,  C,  prises  deux  à  deux ,  concoureitl  en  un  point  R; 


(*)  Ces  propriétés  reçoivent  leur  application  dans  la  théorie  de  l'ellipse. 


THÊORfeMGS  ET  PKORLÈMEK 


les  tangentes  communes  D',  E',  F',  conjuguée*  des  jtremières, 
concourent  en  un  point  R'  ('). 

Soi!  B'  le  poinl  d'intersection  des  tangentes  D',  E':  il  faut 
démontrer  que  ce  point  est  situé  sur  la  tangente  F'. 


A  cet  effet,  imaginons  la  tangente  T,  autre  que  D',  menée  du 
point  R'  à  la  circonrérence  R;  et  vérifions  qu'elle  touche  la  cir- 
conférence A  (**). 

Soit  H  le  point  où  T  coupe  F.  On  a,  dans  le  quadrilatère 
RHR'G,  circonscrit  à  la  circonférence  B  : 

HR  +  HR'  =  GR  ■«-  GR'  f). 


(*)  Deui  tangentes  communes  eoq/u^u'»*  ont  symilriquespir  rapport  à 
la  ligne  des  centres. 

("]  On  ne  peut  représenter  cette  Ungcnlc  auxiliaire,  puisqu'elle  ne 
dîffire  p«s  de  F'. 
,  ('")  G.iM.<îaaaiie  qttodrilùtèrtesteoimtxr,  la  eàléioppotùfpri* deux 
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De  même,  dans  le  quadrilatère  RKR'G,  circonscrit  à  la  circon- 
férence C  : 

KR  +  KR'  =  GR  +  GR\ 

<]onséquemmeif(, 

HR  +  HR'  =  KR  ^  KR. 

D  après  cette  égalité,  le  quadrilatère  KRHR'  est  circonscrip- 
iible.  Or,  trois  côtés  de  cette  figure  sont  tangents  è  la  circonfé- 
rence A;  donc,  le  quatrième  côté,  R'H,  Test  également. 


Des  cordes  qui  joignent  un  point  M  d'une  circonférence ^  aux 
sommets  d'un  triangle  inscrit,  la  plus  grande,  MB,  est  égale  à  la 
somme  des  dettx  autres,  MA ,  MC. 

Prenons,  sur  le  prolongement  de  AM,  MP  =*  MC.  II  résulte, 

de  cette  construction, 

AP  =  MA  +  MC. 

Reste  à  prouver  que  AP  ==  MB. 

Or,  Tangle  PMC ,  supplément  de  PMA , 
égale  CBA;  ainsi,  le  triangle  isoscèle PMC 
est  équilatéral.  Donc ,  les  triangles  PCA , 
MCB  sont  égaux,  comme  ayant  un  angle 
égal,  compris  entre  deux  côtés  égaux, 
chacun  à  chacun  ;  etc. 

Réciproque.  Si  la  corde  MB  égale  la  somme  des  cordes  MA , 
MC,  le  triangle  ABC  est  équilatéral. 


à  deux,  forment  des  êommei  égaies.  En  reprenant  la  démonstration  donnée  à 
Tendroit  cité,  le  lecteur  trouvera  les  modifications  que  cet  énoncé  doit  subir, 
dans  le  cas  d*ttn  quadrilatère  non  convexe. 
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Trouver  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux  droites  M  P,  NQ ,  qu'ai 
ne  petit  prolonger. 
Coupons,  par  deux  droites  quelconques  MN,  PQ,  les  droites 

I  données.  Menons  les  bissecirices  MO, 
NO  des  angles  M,  N  :  le  point  Ô 
appartient  à  la  droite  cherchée,  parce 
que  les  bissectrices  des  trois  angles 
d'un  triangle  concourent  en  un  même 
point  [G.,  KO].  De  même,  si  nous 
menons  les  bissecirices  PO',  QO'  des  angles  P,  Q,  nous  obiion- 
drons  un  second  point  0'  de  la  bissecirice  demandée;  donc  celle 
droite  est  00'. 


Weiix  dixonférences  qui  se  coupent  étant  données,  mener,  par 
l'un  des  points  d'intersection,  une  double-corde  qui  ait  une  lon- 
gueur donnée  L. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  BAC  la  droite  demandée. 
Des  centres  0,  0',  abaissons  OM, 
O'H'  perpendtculaîre  sur  BC;  puis 
menons  O'F  parallèle  â  BC  Nous 
Formons  ainsi  un  triangle  rectangle 
OO'F,  dont  l'hypoténuse  00'  est 
la  distance  des  centres,  et  dans 
lequel 

0'P  =  UU' BC=iL. 

S  3 

Si  donc  l'on  décrit  une  circonférence  sur  00'  comme  dia- 
mètre, ei  que  du  centre  0',  avec  {  L  pour  rayon,  on  (race  un 
arc  coupant  cette  circonférence  en  deux  points  F,  G,  il  suffira  de 
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mener,  par  chacun  des  points  d'inierseclion  A  ou  A',deux  paral- 
lèles aux  droiles  OF,  OG  :  on  obtient  ainsi  les  droites  BC,  B'C, 
DE ,  D'E',  qui  satisfont  k  la  question. 


Intcrire,  enlre  deux  circonférences  données,  une  parallèle  à 
■me  droite  donnée  AB,  qui  ait  une  longueur  donnée  L. 

Le  problème  étant  supposé  résolu ,  soil  CD  la  droite  cliercliée  : 
si,  par  le  eenlre  O,  on 
mène  OE  parallèle  à  AB, 
et  égale  h  L,  puis  que  l'on 
lire  OC  et  ËD,la  ligure 
OCDE  est  un  porallolo- 
gramme,  dans  It'quel  DE 
égale  OC. 

Si  donc,  du  point  E 

coinme  centre,  avec  OB 

pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence  qui  coupe,  en  D,  D' la 

circonférence  O',  et  que,  par  ces  points,  on  mène  des  parallèles 

DC,  U'C  h  AB,  elles  répondent  à  la  question. 


far  deux  points  A ,  B ,  donné»  sur  une  ciixonférence,  mener 
deux  cordes  parallèles  A(<,  BD,  dont  la  somme  soit  donnée. 
Soil  EF  la  droite  qui  joindrait  les  milieux  de  la  corde  AB  cl  de 
la  corde  inconnue  CD. 

Dans  le  trapèze  ABCD,  la  droite  EF  est 
égale  à  la  demi-somme  des  bases  :  donc  le 
point  F  se  trouve  sur  une  cireonfércnce 
décrite  du  point  E  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  la  moitié  de  la  somme  donnée 
[G.,  169,  162].  D'un  autre  côté,  les  cordes 
AB,  CD.  égales  entre  elles,  sont  également  éloignées  du  eenlre; 
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donc  le  point  F  se  trouve  sur  une  autre  circonférence,  décrite 
du  point  0  comme  centre,  avec  OE  pour  rayon  [G.,  168].  De  plus, 
la  droite  CD  est  tangente  à  eeite  cîreonrérence.  Nous  pouvons 
donc  regarder  ta  question  comme  résolue. 

Remarque.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  cl  il 
suffit  que  la  somme  donnée  soit  inférieure  »  40E.  Dans  ce  cas, 
il  admet  deux  solutions. 


Construire  tin  Iriaivjle  ABC,  connat'jijant  un  angle  A,  la  hau- 
teur correspondante  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Construisons  le  cercle 

inscrit  0,  et  décrivons  du 
point  A  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  la 
hauteur  donnée,  une  cir- 
conférence DEF.  Si  nous 
menons,  à  ces  cercles,  des 
tangentes  communes  exté- 
rieures BC,  B'C,  nous 
obtiendrons  deux  triangles 
ABC,  AB'C,  satisfaisant 
à  l'énoncé. 


Conttruireun  triangle  ABC,  connaiisanl  ta  base  AB,  la  lotnme 
des  deux  autres  cotés  AC,  CB ,  ef  un  angle  A  à  la  bote. 
On  connaît  l'angle  A  et  la  base  AB  ;  donc  la  direction  du  c6té 
AC  est  déterminée.  Si  l'on  prend  AD  égale 
k  la  somme  donnée,  et  qu'on  élève  une  per- 
pendiculaire EC  au  milieu  de  BD,  cette 
droite  rencontre  AD  au  sommet  cherché  G. 
En  effet,  CB=^CD;  donc 

AC  +  CB=3AD. 
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Problème  Vil. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  base  AB,  la  diffé- 
rence des  deux  autres  cotés  AC,  CB,  et  vn 
angle  A  à  la  base. 

Ce  problème  se  résout  comni<^  celui  qui 
précède. 

Pr^Mènir  irill. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  un  angle  Bàla  base, 
la  hauteur  h,  et  le  périmètre  2p. 

Si,  après  avoir  Tail  Tanglc  XBY  égal  à  Fangle  donné,  on  mène 

une  parallèle  a  BX,  qui  en  soil  distante 
de  /i ,  on  connaît  le  sommet  A ,  et  Ion 
est  ramené  au  Problème  VI.  En  effet, 
la  somme  des  côtés  inconnus  AC,  BC 
est  égale  à  2p  —  AB. 


Preblèmr  ËTL, 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  base  AB,  l'angle 
opposé  C  y  et  la  somme  des  deux  derniers  côtés  AC,  BC. 

En  supposant  le  problème  résolu ,  prenons^  sur  le  prolonge- 
ment de  AC,  CD  =  CB ,  et  menons 
DB.  Le  triangle  BCD  étant  isoscèle, 
nous  aurons  D  =  ^ACB;  donc 
Tangle  D  est  connu. 

De  là  résulte  la  construction  sui- 
vante : 

On  prend,  sur  une  droite  indéfinie,  AD  égale  à  la  somme  don- 
née. Au  point  D,  on  fait,  avec  AD  comme  côté,  un  angle  ADB 
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mniiié  de  l*»n^  donné  C  Du  poioi  A  eomiiK  centre ,  avec  ud 
rayou  ^1  à  b  base  donnée,  on  déorit  une  dreonlërence  qui 
coope  DB  au  sommet  B.  Enfin,  au  mOieu  de  BD,  on  élève  la 
perpendieiilaire  EC,  laquelle  détermine  le  dernier  sommet  C. 


Construire  un  Iriomjle  ABC,  comtaiuant  la  base  AB.  l'angle 
opposé  C,  et  la  différente  des  deux  dermiers  côtés  AC.  BC. 

L'analyse  de  ee  problème  est  la  même  qoe  celle  du  Pro- 

I  blême  IX.  Elle  conduit  à  la  construc- 
tion suivante  : 
On  prend,  sur  une  droite  indéfinie , 
AD  égale  à  la  dlBerence  donnée.  Au 
point  D,  on  Tait,  avec  AD  comme  côté, 
un  angle  ADB=  !<<+  |C.  Du  point  A 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  k  la  base  donoée,  on  décrîi 
une  circonrérence  qui  coupe  DB  au  sommet  B.  Enfin,  au  milieu 
de  DB,  on  élève  la  perpendiculaire  EC  :  on  trouve  ainsi  )e  der- 
nier sommet  C. 


Conslruire  un  triangle  ABC,  connniMant  la  bote  AB  et  le 
cercle  inscrit  O. 

Si,  par  les  extrémités  A,  B  de  la  base,  on  mène  des  tangentes 
au  cercle  0,  on  aura  le  triangle 
cherché. 


Remarque.  Quand  l'angle  AOB  est 
droit,  les  tangentes  deviennent  paral- 
lèles entre  elles,  et  le  problème  est 
impossible. 
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Vr*kMMe  XII. 


Constrtiire  vn  triangle,  connaùâant  le  cercle  imcrit,  et  l'un 
dei  trois  cercles  ex-inscrits. 

En  menant,  aux  cercles  0, 1,  une  tangente  commune  intérieure 


CB,  et  deux  tangentes  communes  extérieures  AB,AC,  on  oblient 
le  triangle  demandé  ABC  [G.,  K7J. 


CotutnUre  un  triangle,  connaissant  deux  des  trots  cercle» 

«r-tRHTJfl. 

En  menant,  aux  circonr^rcnces  i,  I',  deux  tangentes  communes 
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intérieures  BC,  AC,  et  une  tangente  commune  extérieure  AB,  o 
forme  le  Irinngle  dpmnndé  ABC. 


rraMène  XIT. 

Construire  vn  Iriaiifile,  ronnaUianl  lex  centres  I,  1',  I"  des 
trois  cercles  ex-inscrils. 

D'après  (e  Tliéorcme  1,  les  sommets  du  n-ifiii(çle  elierclié  ABC 
sont  les  pieds  des  iuiuicurs  du  iriaiigle  II'I  ". 

Remarque.  Si,  an  lieu  dos  iroiii  centres  I,  I  ,  I  ",  on  en  donnait 
deux,  I,  r,  avee  le  cenlre  0  du  eercle  inscrit ,  on  obtiendrait  ie 
triangle  ABC  en  menant  les  droiies  IBI",  l'Ai",  OC,  respective- 
ment perpendiculaires  ù  01',  01,  M'. 


Construire  un  triangle  ABC,  cotmaisiant  la  base  BC,  iangle 
opposé  \  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  élant  connu ,  on  peut  facilement 
iracer  ce  cercle  0.  Soient  D,  E  les 
points  oîi  il  louche  les  côiés  de 
l'angle  donné  A.  Si  l'on  prend 
DH  =  El  a:  BC,  et  que  l'on  décrive 
le  cercle  O'  qui  touche  AB  en  H 
et  AC  en  I ,  ce  cercle  sera  ex-in- 
scrit au  triangle  ABC. 

En  effet,  d'après  le  Théorème 
XX, 

BD  -»-  BH  <»  BF  -»-  CP  =s  BC. 

Il  suffît  donc,  pour  déterminer  le 
triangle  ABC ,  de  mener  une  tan- 
gente commune  aux  cercles  0,  O'. 
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Construire  un  triangle  ABCfConnamant  le  périmètre  y  l'angle  A 
et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Soient,  comme  dans  le  Problème  XV,  0,  0'  le  cercle  inscrit 
et  Fun  des  cercles  ex-inscrits.  On  aura  (Th.  XX)  AH=AI=p. 
Et  comme  les  droites  AH,  AI  comprennent  entre  elles  l'angle 
donné  A ,  on  peut  construire  le  cercle  ex -inscrit ,  puis  le  cercle 
inscrit,  dont  le  rayon  est  Tune  des  données  de  la  question.  Il  ne 
s*agit  donc  plus,  pour  avoir  le  triangle  ABC,  que  de  mener 
la  tangente  commune  RC. 


Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  base  BC,  la  somme 
des  deux  autres  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

A  cause  de  BM  -h  CN  =  BC  (Pr.  XV), 

AB  +  AC  —  BC  »  AM  +  AN  ==  2AM. 

Par  conséquent,  AM  est  connu.  Donc,  si 
Ion  construit  un  triangle  rectangle  ayant 
pour  côtés  de  langle  droit  AM  et  le 
rayon  donné  OM,  on  connaîtra  Tangle 
MAO,  puis  Tangle  M  AN,  double  de 
MAO.  Ainsi,  le  problème  est  ramené  à 
celui  qui  précède. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  base  BC,  la  diffé- 
rence des  deux  autres  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

A  cause  de  AM  =  AN,  la  différence  des  segments  CN,  BM 
est  égale  &  la  différence  des  côtés  AC,  AB.  Mais 

CN  =  CP,    B3lc»BP; 
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donc 

CP-BP=CN  — BH=AC- AB. 

Par  conséquent,  si  l'on  porte,  deC  en  D,  la  différoncc  donnée, 
puis  qu'on  élève  une  perpendiculaire  au  milieu  de  BD,  égale  au 
l'ayon  du  cercle  inscrit,  on  pourra  tracer  ce  cercle.  Donc,  les 
tangentes,  mcm^es  des  cxlrémilés  de  la  base,  dôEerniiiieroni  le 
irinngic  AUC. 


Coiuttttirc  un  triangle  ABC ,  cotinaùsant  le  périmètre  2p ,  un 
anyle  A,  et  la  hauteto"  h  abaissée  du  sommet  de  cet  angle  sur  te 
côté  opposé. 

Des  propriétés  démontrées  ci-dessus  (Tb.  XIX  et  XX)  on 
conclut  immédiatement  la  con- 
struction suivante  : 

Sur  les  GÔiés  Ax,  \y  de  l'angle 
donné  A,  prenez  AE=AF=p; 
élevez  EO,  FO,  respectivement 
perpendiculaires  à  Ax,  \y;  du 
point  0,  comme  centre,  avec  EU 
pour  rayon,  tracez  une  circonférence  :  elle  louche,  en  E,  O, 
les  cdlés  de  i'anglc.  Du  point  A,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  â  la  hauteur  donnée,  tracez  une  circonférence  DD'.  Enfin 
menez,  ft  ces  circonférences,  une  tangente  intérieure  DG.  Elle 
coupe  les  côtés  de  l'angle  donné  en  deux  points  B,  C,  derniers 
sommets  du  iri&ngle  demandé. 

Remarques.  —  1.  Le  problème  admet,  en  général,  une 
seconde  solution  AB'C,  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  la 
première. 

II.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l'on  ait 

A^AO  — OE. 

III.  Si  Ac=  AO  —  OE ,  les  circonférences  sont  tangentes  ;  el  les 
deux  triangles  ABC,  AB'C  se  confondent  en  un  triangle  îsoscèle.- 
Alors,  la  liautour  k  est  un  maximum. 
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IV.  Si  Tangle  A  est  droit,  la  figure  AEOP  devient  un  carré; 
et  la  condition  ci-dessus  se  réduit  à 

fc  ^  AO  —  p. 


Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  longueurs  de  la 
médiane  AP^  de  la  bissectrice  XQet  de  la  hauteur  AR,  issues 
d^un  même  sommet  A. 

La  droite  AQ  passe  par  le  milieu  A'  de  Tare  BA'C  du  cercle 

circonscrit  au  triangle  ;  donc,  à  cause  du  tri- 
angle isoscéle  AOA\  et  de  OA'  perpendicu- 
laire à  la  corde  BG,  la  bissectrice  AQdivise^ 
eii  deux  parties  égales,  l'angle  OAR  formé 
par  le  rayon  OA  du  cercle  circonscrit  et  par 

la  hauteur  AR -  .  . 

Cette  remarque  (*)  donne  immédiatement 
la  solution  du  problème  proposé.  En  effet, 
Thypoténuse  AQ  et  le  côté  AR  déterminent  le  triangle  ARQ; 
puis  9  la  longueur  de  la  médiane  détermine  le  point  P  et  la  per- 
pendiculaire OP  au  côté  inconnu  BG;  enfin,  si  Ion  construit 
Fangle  QAO  égal  à  QAR,  on  a  un  nouveau  lieu  géométrique  du 
centre  0;  etc. 

Remarque.  La  longueur  de  la  bissectrice  est  comprise  entre  les 
longueurs  de  la  médiane  et  de  la  hauteur  (voir  Liv.  I,  Th.  VI). 


Pr^Mème  IKXI. 


Construire  un  triangle  ABC^  connaissant  les  longueurs  de  la 
bissectrice  AO  et  de  la  hauteur  AR,  issues  d'un  même  sommet  A , 
atfui  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 


{*)  Faîte  par  M.  Mention  {HffmveUes  Ànnalea  de  MatUmatiques,  t.  IX). 
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Ce  [ffvblème  se  résout  avec  la  même  ractlité  que  le  précédrnt. 
Il  en  eB(  de  même  pour  d'autres  questions  que  l'on  peut  égale- 
ment déduire  du  Problème  XX,  par  de  légères  moditicaiions 
dans  les  données. 


Contlruire  un   triangle  équitatéral  dont  Its  sommeU  ëoienl 
tiluéi  tur  trois  paràUiUt  dotmén  X ,  Y,  Z. 

Supposant  le  problème  résolu ,  soit  ABC  le  Irianf^e  équila- 
téral  demandé.  Faisons  passer  une 
circonrérence  par  les  trois  sommets  A. 
B,  C;  elle  coupe  X  en  un  point  0. 
Menons  OB.  OC  :  tes  angles  BOC, 
BAC  seront  égaux,  comme  inscrits  au 
même  segment  CBD  ;  donc 


De  là  Insulte  ta  consuiiction  suivante  : 

Rn  un  point  0  quelconque  de  ta  droite  X>  on  mène  deux 
droites  OC,  OB,  inctinées  à  60*  sur  tes  trois  parallèles.  Ces 
droites  coupent  Y,  Z  en  deux  poinu  C,  B.  On  mène  BC  ;  on 
circonscrit,  au  triangle  BOC,  une  circonrérence  qui  coupe,  en 
A ,  ta  parallèle  XA  ;  on  joint  A  aux  points  B  et  C  ;  et  ABC  est  le 
triangle  équitatèrat  demandé. 


Vrabikaw  XXill. 

A  un  triangle  domù  MNP,  dreomcrire  un  triangle  ABC  égal 
à  un  triangle  donné  A'B'C. 

Le  point  B  se  trouve  sur  l'arc  cnpable  île  Inngttï  B',  décrit  ^ur 
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MN  comme  corde;  elle  point  C,  sur  l'arc  capable  de  l'angle  C, 
décrit  sur  MP  comme  corde. 
MniiKciianl,  si  l'on  mène,  par  le  poinl  M,  une  double-corde  BC 


égale  à  B'C  (Prob.  II),  et  que  l'on  tire  BNA  e(  GPA,  on  nura 
le  triangle  demandé  ABC. 

Remarques.  —  I.  Quand  le  côlé  donné  B'C  n'est  ni  trop 
grand  ni  trop  petit,  le  problème  admet  une  seconde  solution;  car 
on  peut,  en  général,  mener,  du  point  M,  deux  doubles-cordes 
BC,  DE  égales  à  BC 

II.  Si  la  dof^le-torde  tourne  autour  de  M,  le  point  A  dérrtt  un 
arc  de  cercle  (Th.  H). 

PrahMa*  SXIT. 

A  un  triangle  donné  \hC,àrcon$crire  un  triangle  équilatèrat 


Du  Problème  XXIII,  on  conclut  la  construction  suivante  : 
Sur  les  eàtés  du  triangle  ABC,  on  décrit  trois  arcs,  capables 
de  I  d'angle  droit;  par  le  sommet  B 
du  plus  petit  des  trois  angles,  on  mène 
une  sécante  MP  terminée  aux  arcs  BPA. 
BMC,  et  parallèle  à  la  ligne  des  centres. 
On  mène  les  droites  PA,  MC,  lesquelles, 
se  coupant  en  un  point  N  situé  sur  l'arc 
•AC,  complètent  le  triangle  étfuilatéral 
maximum  MNP. 
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PMbUatc  SXT. 


Par  unpoml  donné  k, mener  une  tècante  ABC  qui  forme,  axxc 
le»  deux  côtés  d'un  angle  domié  0,  un  triangle  OBC,  dont  le 
périmètre  Boit  donné. 

Si  l'on  considère  le  cercle  I,  ex-inscrit  h  ce  triangle,  on  a 
(Th.XX)ON  =  OP  =  p. 

De  cette  remarque,  résulte  la  construction  suivante  : 

On  prend,  sur  les  côtés  de  Tangle  0, 
les  dislances  ON,  OP,  égales  à  la  moitié 
du  périmètre  donné  ;  aux  points  N,  P,  on 
élève,  aux  cAtés  de  l'angle,  des  perpen- 
diculaires qui  se  coupent  en  I.  Du  point 
I,  avec  IN  pour  rayon,  on  décrit  une 
circonférence,  k  laquelle  on  mène,  par 
le  point  A,  une  tangente  ABHC  :  cette 
droite  est  la  sécante  demandée. 


Pr*blèBa  XXVI. 

Étant  donné»  un  triangle  ABC  et  un  point  G;  mener  par  ce 
point  une  técante  OMN  telle,  que  le  segment  MN,  compris  dans 
l'angle  A,  soit  égal  à  la  somme  des  deux 
segments  BM ,  CN. 

A  cause  de  MN=  MB  +  CN,  le  pé- 
rimètre du  triangle  AHN  est  égal  â  la 
somme  des  côtés  AB,  AC  du  triangle 
donné.  La  question  se  réduit  donc  à  me- 
ner, par  le  point  O,  une  sécante  qui 
détermine,  dans  l'angle  A,  un  triangle 
AMN  ayant  un  périmètre  donné.  C'est  le 
problème  que  nous  venons  de  résoudre. 
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Cansiruire  un  quadrilatère  ABCD»  connaUsant  deux  angles 
oppoiés  ByD,  les  diagonales  et  leur  angle  0. 

On  décrit  sur  AC  deux  arcs,  Tun 
capable  de  Tangle  B,  lautre  capable 
de  l*angle  D;  on  trace  ensuite  une 
droite  MN  faisant,  avec  AG,  un  angle 
égal  à  O9  puis  une  droite  BD  paral- 
lèle à  MN,  et  telle,  que  la  partie  com- 
prise entre  les  deux  arcs  soit  de  lon- 
gueur donnée  (Prob.  III)  :  ABCD  est 
le  quadrilatère  demandé. 


Inscrire,  à  un  carré  donné,  un  carré  donné. 

Soit  MNPQ  un  carré  inscrit  a  ABCD.  Les  triangles  AMQ, 

BNM ,  GPN ,  DQP  sont  égaux  ;  car  ils  ont  les  hy- 
poténuses égales  et  les  angles  aigus  égaux.  De 
plus ,  si  Ton  mène  les  diagonales  AG ,  MP,  on 
forme  deux  triangles  AOM,  GOP,  égaux  entre 
eux,  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux 
angles  égaux,  chacun  à  chacun.  Par  conséquent 

OA  =  OC,    OM  =  OP; 

c'est-à-dire  que  les  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  deux 
parties  égales. 

On  déterminera  donc  les  sommets  M,  N,P,  Q  en  décrivant,  du 
point  0  comme  centre ,  une  circonférence  ayant  pour  rayon  la 
moitié  de  la  diagonale  du  carré  à  inscrire. 

Remarque.  Le  problème  est  impossible  si  la  diagonale  du 
second  carré  est  plus  petite  que  le  côté  du  premier. 


Plaar,  dama  l'amgU  A  iThm  Irim^le  iùmmi  ABC.  me  droite  DE 
de  UntgmtMT  dommée  L,  qmi  woit  égale  à  la  tomme  des  tegmenU 
BD,  EC. 

De»  detn  peMèmet  précédeais,et  du  Tbéorènie  X\,  on  tire 
la  construction  sunante  : 

Prenez,  sar  les  cdics  dv  l'angle  A, 


et  décrivez  le  cercle  O',  qui  louche  en  F,  G 
les  eâtcs  de  Tangle.  Prnirz  ensuîlc 

ri  =  GK  =  L, 
cl  décrivez  k  cerdc  O.  Menez  onGii,  à  ces 
deux  ccrck-s,  une  tangcnle  commune  intérieure  DE. 


Étant  donnés  un  jminl  A  et  deux  circonférences;  mener  une 
droite  MN,  terminée  aux  circonférences  et  divisée  en  deux  parties 
égales  par  le  point. 

8oil  C  la  circonférence  symétrique  de  0  par  rapport  au  point 
donné;  soient  M,  M'  les  points  où 
celte  ligne  autiliaire  coupe  la  cir- 
conférence 0'.  Si  l'on  mène  les 
droites  MAN,  M'AN',  elles  saiis- 
font  à  l'énoncé. 

Remarqtie.  Pour  que  le  problciiif 
soit  possible,  on  doit  avoir 

CO'  <  R-i-K',    CO'  >  il  — R'; 

H,  H'  élaiit  les  rayons  des  cercles  donnés. 
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n^MèMe  XXXI. 


Mener j  dans  un  triangle  ABC,  une  transversale  MNP  telle , 
que  les  segments  MP,  NP,  déterminés  par  les  côtés  du  triangle  ^ 
mrient  égaux  à  des  droites  données  m ,  n. 

Ce  problème  peut  être  regardé 
comme  un  cas  particulier  du  Pro- 
blème XXV:  celui  où  le  triangle 
donné  MNP  se  réduirait  à  une  ligne 
droite. 


rr«MèBie  XXXII. 

Des  sommets  d'un  triangle  ABC,  comme  centres  y  décrire  trois 
circonférences  qui  se  touchent  mutuellemenL, 

Soient  M,  N,  P  les  points  de  conuct  cherchés.  La  tangente 

commune  aux  cercles  C»  A,  et  la  tangente 
commune  aux  cercles  A,  B,  se  rencontrent 
en  un  point  situé  sur  la  bissectrice  de  Tan- 
gle  A  [6.,  74, 195].  De  même,  la  tangente 
commune  en  P,  et  la  tangente  commune  en 
M,  se  rencontrent  sur  la  bissectrice  de 
Tangle  B.  Or,  les  bissectrices  des  trois 
angles  du  triangle  ABC  se  coupent  en  un  point  unique  0,  centre 
du  cercle  inscrit  à  ce  triangle.  Donc  les  tangentes  communes 
en  M,  N,  P  sont  les  rayons  menés  aux  points  de  contact  du 
cercle  0  avec  les  trois  côtés. 

Il  Tant  donc,  pour  trouver  les  rayons  AP,  BM,  CN  : 
1*  Chercher  le  centre  du  cercle  0  inscrit  au  triangle  donné  ; 
2*  Abaisser  OM,  ON,  OP  perpendiculaires  sur  les  côtés  de 
ce  triangle. 

Remarques.  —  I.  Si  Ton  désigne  par  a,  6,  c  les  côtés  et 
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par  9p  le  périmètre,  il  résulte,  du  Théorème  XX,  que 

AP=ap  — a,  BM=p  — 6,  CM=p  — c. 

II.  Le  problème  équivaut  &  la  résolution  géométrique  des 
équations 


Étant  donnât,  sur  une  circonférence  O,  deux  points  C,  D, 
situés  d'un  même  côté  par  rapport  à  un  diamètre  donné  AH; 
trouver  sur  la  circonférence,  de  l'autre  côté  de  ce  diamètre,  un 
point  M  tel,  qu'en  te  joignant  aux  deux  points  donnés,  les  seg- 
menls  OE,  OF  du  diamètre,  compris  entre  le  centre  et  les  droites 
de  jonction,  soient  égaux  entre  eux. 

Heoons  le  diamètre  COG;  joignons  le  point  G  aux  points 
inconnus  H, [F,  par  les  droites  GM, 
GFH  ;  et  tirons  la  corde  HC. 

Les  triangles  OEC,  OFG  sont  égaux, 
comme  ayant  un  angle  égal,  compris 
enue  deux  côtés  égaux  chacun  6  ch»- 
cua;  donc  les  angles  OCE,  OGF  sont 
égaux.  De  là  résulte  que  les  triangles 
CHG,  CHG,  évidemment  rectangles, 
sont  égaux  comme  ayant  l'hypoléouse  égale  et  un  angle  aigu 
égal.  Donc  la  figure  CMGH  est  un  rectangle.  Actuellement,  daos 
le  triangle  MGF ,  l'angle  G  est  droit ,  et  Vaogle  M  égale  DCG.  Si 
donc  nous  décrivons,  sur  la  corde  CD,  un  arc  capable  d'un 
angle  égal  &  !<'  +  DCG,  cet  arc  coupera  le  diamètre  AB  au 
point  cherché  F. 

Remarque.  Si,  aux  points  D,  G,  on  mène  des  tangentes,  et  que 
du  point  I,  où  elles  se  coupent,  on  décrive  une  circonférence, 
son  iolersection  avec  AB  donne  le  ppinl  F. 
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Mener,  à  deux  circonférences  données  0,  0',  deux  tangentes 
égales  AT,  AT',  faisant  entre  elles  un  angle  donné. 

Joignons  les  points  de  contact  T,  T',  aux  deux  centres,  par 

les  droites  TO,  T'ÔS  et  prolongeons 
ces  lignes  jusqu*à  leur  intersection  B. 
Nous  formons  ainsi  un  quadrilatère 
dans  lequel  les  angles  B,  A  sontsup- 
plémentaires,  attendu  que  les  angles 
T,  T  sont  droits.  De  plus ,  BT=BT'  : 
c*est  ce  qu*il  est  facile  de  voir  en  me- 
nant la  diagonale  AB.  De  là  résulte  que, 
dans  le  triangle  OBO',  nous  connais- 
sons la  base  00',  Tangle  opposé  B,  et  la  différence  des  deux 
derniers  côtés  ;  car,  de 

BT  =  OB  -*.  OT,    BT'  =  O'B  -i-  OT', 

on  déduit,  à  cause  de  BT=  BT'  : 

BO  —  BC  =  OT'  —  OT. 

La  question  est  donc  ramenée  au  Problème  X. 

Remarque.  Si,  au  lieu  de  la  tangente  AT,  on  considère  la  tan- 
gente AT|,  on  aura 

B J  =  B4O  4-  OT,    BJ,  ==  Bfi'  —  OTi  ; 

doù 

B.O'  —  Bfi  =  OT  H-  O'T,. 


ProMème  XILXV, 


Par  un  point  A,  situé  hors  d'une  circonférence  0 ,  mener  une 
sécante  ABC  qui  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  cir- 
conférence. 

Tirons  OB,  OC,  et  prolongeons  OB  d*une  longueur  égale  BD. 
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Les  triangles  ABD,  OBC  seront  égaux,  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  deux  côtés  égaux;  donc 
AD  =  OC.  De  là  résulte  la  construction 
suivante  : 

Du  point  A  comme  centre,  on  décrit  une 
circonférence  égale  à  la  circonrérencc  0; 
du  point  0,  comme  centre,  avec  un  rayon 
double  du  premier,  on  trace  un  arc  qui 

coupe  en  D  la  circonférence  A.  Enfin  l'on  mène  OD,  qui  coupe, 

au  point  clierché  B ,  la  circonférence  0. 

Remarque.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  la  disinnoc 
AO  doit  élre  inférieure  à  la  somme  des  distances  AD  cl  OD, 
c'est'i-dire  moindre  que  trois  fois  le  rayon.de  la  circonférence 
donnée.  Dans  ce  cas,  les  arcs  de  cercles  décrits  des  points  A ,  O, 
comme  centres ,  se  coupent  en  deux  points  D ,  D'  ;  et  il  y  a  deux 
droites  ABC,  AB'C  satisfaisante  la  question. 


Inscrire,  à  un  cercle  donné  O,  une  corde  CD,  de  longueur 
donnée  L,  qui  soit  partagée  en  deux  partie»  égales  par  une  corde 
donnée  AB. 

Soit  E  le  point  d'inlerseelion  de  la  corde  inconnue  CD  avec  la 
corde  donnée  AB.  Joignons  ce  point  au 
centre  O  par  la  droite  OE  :  celle-ci  est  per- 
pendiculaire à  CD  ;  eonséquemnienl,  la  corde 
CD  sera  tangente  è  la  circonférence  décrite 
du  point  O  comme  centre,  avec  OE  pour 
rayon.  Or  deux  eordcs  également  éloignées 
du  centre  sont  égales  [G.,  1 68].  Si  donc  nous 
inscrivons  au  cercle  0  une  corde  quelconque 
GH  égale  A  t ,  et  que  nous  décrivions  ensuite  une  circonrérenee 
concentrique  &  la  première  et  tangente  à  GH,  cette  ligne  passera 
par  le  point  cherché  E. 
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Remarque.  Lorsque  le  problème  est  possible^îl  admet  généra- 
lement deux  solutions. 

Par  un  point  M,  donm  sur  un  diamètre  XB,  mener  une 
transversale  CD  telle,  que  rare  AC  soit  le  triple  de  BD. 

11  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  le  point  M  est  situé  sur 
le  diamètre  AB  ou  sur  son  prolongement. 

Premier  cas.  Menons  le  rayon  OD  :  nous  formons  ainsi  un 

triangle  MOD,  dans  lequel  Tangle  0  a 
pour  mesure  BD.  Mais  Tangle  BMD  n 
pour  mesure  ^  (AG  +  BD),  ou  2BD. 
Donc  langle  extérieur  BMD  est  double 
de  Tangle  intérieur  0  :  le  triangle  OMD 
est  isoscèle,  et  MD=OD. 

On  décrira  donc,  du  point  M  comme 
centre,  une  circonférence  ayant  pour 
rayon  MO.  Si  MO  est  plus  grand  que 
MB,  cette  circonférence  coupe,  en  D,  D', 
la  circonférence  donnée;  et  Ton  trouve 
les  cordes  DMC,  D'MC,  qui  satisfont  à  la  question. 

Second  cas.  Si  le  point  M  est  situé  sur  le  prolongement  du 
diamètre  AB,on  a  encore  MD  =  OD. 


Problème  XIKXVIII. 

Décrire  un  cercle  qui  touche  une  cinonférence  donnée  C  et 

qui  touche,  en  un  point  donné  \y  une 
droite  donnée  PQ. 

Soit  0  le  centre  du  cercle  deman- 
dé. Comme  ce  point  appartient  à  la 
perpendiculaire  élevée,  par  le  point 
A,  à  la  droite  PQ,  il  suffit  de  con- 
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naître  une  mtre  drmte  sur  laquelle  il  soit  situé.  Or  si  Yoo  prend, 
sur  la  perpendiculaire,  une  distance  AB  égale  an  rayon  de  la 
cÏFConféreace  donnée  C,  et  que  l'on  mène  CB,  le  triangle  OBC 
sera  isoscèle.  Par  conséquent,  le  centre  apparUeni  à  la  perpeu- 
diculaire  élevée  au  milieu  de  BC 


Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  PQ  et  qui 
louche,  en  un  point  donné  A ,  une  circonférence  donnée  C. 

Supposant  le  problème  résolu ,  soit  0  te  centre  du  cercle 
cherché.  Ce  point  se  trouve  sur  la 
droite  CA  qui  joint  le  point  de  contact  au 
centre  du  cercle  donné.  De  plus,  si  l'on 
mène  AD  perpendiculaire  à  CA,  le  centre 
0  appartient  i  la  bissectrice  DO  de 
l'angle  ADP;  donc  il  est  déterminé. 


rrckltate  xl. 

Décrire ,  tur  une  corde  donnée  AB ,  une  circonférence  qui  coupe 
u)ie  circonférence  donnée  O,  de  manièi-e  que  la  corde  commtme 
CD  soit  parallèle  à  une  droite  donnée  EF. 

Lorsque  deux  cin^nférences  se  coupent,  la  ligne  des  centres 
est  perpendiculaire  k  la  corde  commaoe 
[G-,  173];  donc  01  est  perpendiculaire 
à  CD,  ou  perpendiculaire  à  EF.  D'ail- 
leurs, le  centre  chercbé  I  doit  se  trouver 
sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
de  AB;  donc  il  est  connu. 
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rrablfeme  XLI. 


Décrire,  cTttn  point  donné  0,  comme  centre,  une  circonférence 
qui  coupe  une  droite  donnée  XY,  de  manière  que  l'vn  des  deux 
arcs  interceptés  soit  capable  d'un  angle  donné  a. 

Soi«nt  OM  le  cercle  demandé,  ei  MAN  le  segment  capable  de 
l'angle  donné  a.  L'angle  au  centre,  MON, 
aie  âa.  Si  donc  l'on  abaisse  OB  perpen- 
diculaire sur  XV,  l'angle  MOB,  moiiié  de 
MON ,  sera  égal  à  «. 

De  la  résulte  lo  construction  suivanl(>: 
Du  point  donné  O,  on  abaisse,  sur  In 
droite  donnée,  une  perpendiculaire  OB; 
on  fait  ail  point  0,  avec  celle  perpendiculaire,  un  angle  MOB  égal 
à  l'angle  donné»;  puis,  du  point  O  comme  centre,  avec  OM  pour 
rayon ,  on  décrit  une  circonférence. 


Décrire  une  circonférence  ayant  pour  centre  un  point  donné  O, 
et  qui  coupe  les  côtéi  d'un  angle  donné  BAC ,  suivant  une  carde 
DE  parallèle  à  une  droite  donnée  MN. 

Du  centre  0,  abaissons  OF  perpendiculaire  à  DE  :  le  point 
F  sera  le  milieu  de  DE.  Si  nous 
menons  AF,  cette  médiane,  il  est 
facile  de  le  démontrer,  divise  en 
deux  parties  égales 'toute  parallèle 
à  la  base  DE  du  triangle  DAE.  En 
particulier,  si  l'on  prolonge ,  jus- 
qu'à leur  rencontre  avec  MN,  les 
côtés  de  l'angle  donné,  le  segment 
GH  sera  partagé  en  deux  parties 
égales  par  le  prolongement  de  la  médiane. 
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Pour  iroiiver  le  point  F,  il  faut  donc  : 

i'  Prolanger  les  cotés  de  l'angle  jusqu'à  leur  rencontre ,  en  G 
et  en  H,  avec  la  droite  donnée  MN;â' joindre  le  milieu  I  de  GH 
au  sommet  A  ;  5*  abaisser,  d<i  centre  donne,  OF  perpendicu- 
laire à  MN. 

Le  poiiil  F  élnni  coiinii,  le  rosie  s'îiclicic  nisénicnl. 


Cormaiuaiil  une  circonférence  C ,  un»  droite  XY  et  un  point 
A  Bttué  tur  cette  dioile,  décrire  une  circonférence  qtti  tomciM  ta 
droite  au  point  A,  et  qui  coupe,  lous  un  angle  donné  et,  la  ctrcon- 
férence  C. 

Soit  OA  la  circonrérence  eherchée.  ^  tu  point  B,  où  elle  coupe 
la  circonrérence  C,  on  mène  les  tangentes  BD,  BE,  l'angle  de 
ces  droites  doit  être  égal  à  à. 
Si  donc  l'on  inscrit,  au  cercle 
donné  C,  une  corde  MN  qui 
en  retranche  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  a  ou  de  son 
supplément,  et  qu'on  décrive, 
du  centre  C,  une  circonférence 
tangente  à  MN,  cette  circon- 
férence CP  touchera  la  corde 
BË  en  son  milieu  F. 
Cela  posé,  menons  le  rayon  CG  perpendiculaire  à  X  Y  ;  joignons 
le  point  G  au  point  de  contact  F,  et  prolongeons  la  corde  GF 
jusqu'à  sa  rencontre,  en  H,  avec  XY.  Ënfîn,  supposons  BE  pro- 
longée aussi  jusqu'à  eequ'clle  rencontre  XY  en  un  point  1.  Nous 
formons  ainsi  deux  Iriangles  FCG,  FIH  tels,  que  tes  angles 
CGF,  CFG,  du  premier,  sont  les  compléments  respectifs  des 
angles  HIF,  IFH  du  second.  En  eifet,  CG  et  CF  sont,  respec- 
tivement, perpendiculaires  k  )H  ci  lE.  Mais  CGF  =  CFG;  donc 
IHP=IFH;puislF=IH. 
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D'un  autre  côté,  les  tangentes  lA,  IB  sont  égales  entre  elles  , 
comme  issues  d'un  même  point;  ainsi,  BP  =  AH. 

Pour  trouver  le  point  H,  on  prend  donc  AH  =  MP  =  iMN. 
Le  point  H  étant  connu,  on  mène  la  droite  GH,  laquelle,  par 
son  intersection  avec  la  circonférence  CP,  donne  le  point  F. 
Enlin,  le  centre  cherché  O  est  l'interseclion  de  AO,  perpendicu- 
laire è  XV,  avec  OL,  perpendiculaire  au  milii'u  de  HF. 

Kous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  le  problème. 


Connaissant  deux  circonférences  Oi  C,  et  un  point  A  pris 
SUT  l'une  d'elles,  on  propose  d'en  décrire  une  qui  passe  par  ce 
poifll  et  qui  coupe  les  deux  premières  sous  des  angles  connus 

Supposant  le  problème  résolu ,  soit  I  le  cercle  demandé.  Me- 
nons, au   cercle  C,  In  langniie 
AD  ;  puis,  an  cercle  I,  In  langenie 
AE  :ecs  droites  formerorit,  par 
hypothèse,  un  Bngle  égal  à  a.  Si 
donc  l'on  mène  au  point  A  une 
droite  AE  faisan),  avec  la  (angcnie 
connue  AD,  un  angle  a,  la  ques- 
tion sera  réduite  ù  décrire  une 
circonrèrence  touchant  AE  au  point  A,  et  coupant,  sous  un 
angle  donné  p,  la  circonférence  0  :  c'est  le  problème  qui  vient 
J'élrc  résolu. 


Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  côtés  AB,  AC, 
et  aacliant  que,  si  l'on  mène  la  médiane  AM ,  les  angles  CAM  , 
CBA  sont  complémentaires. 

Prolongeons  lamédianeAM  jusqu'à  sa  rencontre,  en  D,  avec 
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la  circoDféreQce  circonscrite;  tirons  la  corde  CD.  Les  angles  B, 
D,  inscrits  au  même  seg- 
ment, sont  égaux;  donc, 
d'après  l'énoncé, 

GAD-t-CDA  =  l'; 

ainsi  ACD  est  une  demî- 
circonférence  :  la  médiane 
AM  passe  par  te  centre  I. 
La  corde  BC,  étant  divisée 
en  deux  [jarties  égales  par 
le  diamètre,  est  perpendi- 
culaire A  celle-ci,  à  moins  que  le  point  M  ne  se  confonde  avec  le 
centre  I. 

Il  y  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

1  "  Si  let  côtés  donnés  sont  égaux ,  l'angle  A  est  quelcongtte  ; 

2'  Si  ces  côtés  sont  inégaux,  l'angle  A  est  droit. 


Quel  «Il  U  lieu  géométrique  des  sommets  des  tria$iglet  ayant 
même  base  AB,  dans  lesquels  la  mé- 
diane AM  a  une  longueur  donnée  L? 

Si  nous  menons  CO  parallèle  à  AM, 
nous  aurons  BO  =  3AB,  et 

OC  =  2AH=2L. 

Le  lieu  est  donc  une  circonrèrence 
décrite  du  point  0  comme  centre,  avec 
3L  pour  rayon. 

Prablfcm«  Xl.TII, 

Par  un  point  D,  pris  sur  le  côté  BC  d'un  triangle  donné  ABC, 
Ofl  mène  une  transversale  quelconque  EDF.  On  trace  les  circonfé- 
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rmces  CDE,  BDF.  Quel  est  le  lieu  du  second  point  M  d'intersec- 
tion de  ces  lignes? 

Joignons  le  point  M  aux  points  B,  C,  D,  et  considérons  le  qua- 
drilatère ABMC 

L'angle  BMC  se  compose  des 
angles  BMD,CMD.  Or 

BHn  =  BPD,    GHD^AEF; 

donc 
BMC  — BFD  +  AEF  =  2'-A. 
Ainsi,  Pangle  BMC  est  le  supplément  de  l'angle  A  du  triangle 
ABC;  et,  par  conséquent,  le  lieu  géométrique  cherché  est  la  cir- 
conférence circonscrite  au  triangle  ABC. 
Remarque.  Ce  lieu  est  indépendant  de  la  position  du  point  D. 


Quel  est  te  Heu  du  troisième  sommet  C  d'un  triangle  ABC  dont 
les  angles  sont  donnés,  dont  le  premier  sommet  A  est  fixe,  et 
dont  le  deuxième  sommet  B  parcourt  une  droite  XY  donnée? 
Soit  A&c  la  position  du  triangle  mobile,  pour  laquelle  le  c6té 
opposé  à  l'sngle  A  est  ap- 
pliqué sur  XV.  Dans  le 
quadrilatère  AcBC,  l'angle 
AcB,  supplément  de  Ac6, 
est  supplémentaire  de  l'an- 
gle ACB,  égal  à  Ac6.  Donc 
ce  quadrilatère  est  inscrip- 
tible;  et,  si  l'on  trace  la 
droite  cG,  les  angles  BcC,  BAC,  inscrits  au  même  segment, 
seront  égaux.  Le  lieu  du  point  C  est  donc  la  droite  eC ,  faisant , 
avec  XY,  un  angle  égal  à  A  ('). 


(*)  Si  la  droite  XY  ut  remplacée  par  une  ligne  quelconque,  direetriee 
da  tommet  B,  1»  Htu  du  point  C  al  une  eoarbe  Êetnblable  à  la  ditvctriee. 
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rrcMèMC  SUS. 

On  irucrit,  à  un  cercle  donné,  0,  tom  les  tritmgles  ABC  dont 
deux  côtés  \B,  ÂC  sont  respectivement  parallèles  à  deux  direC' 
fions  fixes.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercle»  inscrits  ou  ex- 
inscrits  à  ces  triangles  (*)  ? 

Soient  ce,  B'B"  les  diamètres  perpendiculaires  à  AB,  AC: 
la  corde  BB'  est  bissectrice 
de  l'angle  B,  et  la  corde  CC', 
bissectrice  de  l'angle  C.  Donc 
le  point  I,  intersection  de  ces 
droites,  est  le  centre  du  cercle 
inscrit  au  triangle  ABC. 

Traçons  les  cordes  AB', 
AC  :  les  triangles  fi'C'A, 
B'C'l  sont  égaux,  comme 
ayant  un  côlc  commun,  B'C, 
adjacent  h  deux  angles  égaux, 
chacun    à   chacun.  Donc   le 

point  I  est  symétrique  de  A ,  relativement  h  la  corde  B'C. 
Ainsi ,  une  partie  du  lieu  géométrique  est  l'arc  symétrique  de 

C'AB',  relativement  à  la  corde  B'C. 
En  considérant  les  autres  positions  du  sommet  A,  et  les  centres 

des  cercles  ex-inscrîts,  on  trouve  que  le  lieu  complet  se  compose 

des  quatre  circonférences  symétriques  de  0,  par  rapport  aux 

cordes  B'C,  B'C",  B 'C,  B  "C  ". 

Remarque.  M  étant  un  point  quelconque  de  Tare  B'CBC,  Tore 
B'IC,  symétrique  de  B'AC,  est  le  lieu  géométrique  da  point  où 
concourent  les  hauteur»  du  triangle  B'MC  (Th.  XIV,  Rem.  II). 


(*)  CoDconra  géoénl,  1873. 


LIVRE    III. 


Lorsqa'ime  droite  AB  est  partagée  en  deux  segments  AC,  BC, 
proportionnels  atfx  nombres  s,  b;  si  des  points  A,  B,  ComJmsse, 
sur  «ne  droite  quelconque  XY,  des  perpendiculaires  AA',  BB', 
ce,  l'on  a 

(a  +  b)  CC' =»  a .  AA' -I- b .  BB'. 

Menons  la  diagonale  A'B,  qui  rencontre  CC  CD  un  point  D. 
Les  triangles  semblables 
BCD,  BAA'  donnent 
CD       BC  a 

AT' ~  Bk'^  â'+b' 
d'où 

(a-+-6)CD  =  a.AA'. 

De  même,  k  cause  des  triangles  semblables  A'C'D,  A'B'B  : 

CD      A'D_AC  b 

¥b""vb"~AB^o-*-6' 

{o-«-6)C'D  =  6.BB'. 

Ajoutant,  on  trouve 

(o  +  6)CC'  =  o.A\'+b.BB'. 

Remarqttet.  —  I.  Lorsque  la  droite  \Y  ne  laisse  pas,  d'un 
même  cdté,  les  trois  points  A,  B,  C,  on  doit  affecter  du  signe  + 
les  perpendiculaires  situées  d'un  calé  de  cette  droite,  et  du 
signe  — ,  celles  qui  sont  de  l'autre  cAté. 
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Considérons,  par  exemple,  la  figure  ci-joinle.  Nous  aurons, 
comme  précédemment  : 

{a  +  6)CD  =  «.AA', 
(a-+-6)C'D  =  fc.BB'. 

Mais  la  perpendiculaire  CC  esi 
égale  à  CD— CD;  donc 

{o  -*-  fc)CC'  =  6. BB'  —  o .  AA'. 
If.  Si  les  segments  AC,  BC,  au  lieu  d'être  additifs,  sont  soux- 
traetif»,  c'est-à-dire  si  le  point  C  est  situé  sur  le  prolongement 
de  AB,  on  aura 

(a  —  fc)CC' =  a.  AA' —  6.BB'. 
En  effet,  de 

AC_a 


b 


puis,  par  le  théorème  ci-dessus, 

a.AA'  =  6.BB'  +  (a  — 6)CC'. 


Étant  donné  un  iyttème  de  points  A,  B,  G...,  on  peut  toujoun 
déterminer  un  point  tel,  que  ta  dislance  à  une  droite  guelconqiieXV 
soit  égale  à  la  moyenne  arithmétique  entre  les  distance»  de  la 
mime  droite,  auxpoinls  A,  B,  C, 

D'après  le  Théorème  I,  la  proposition  est  vraie  dans  le  cas  oi!i 
le  nombre  des  points  A,  B,  C...  se  réduit  à  deux.  Supposons  donc 
que  celte  proposition  ait  élé  démontrée  pour  le  cas  de  n  points 
A,  B,  C,  D,  E,  et  vérifions  qu'elle  a  encore  lieu  si  l'on  considère 
(n  +  1)  points  A,  B,  C,  D,  E,  F. 
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Soit  I  le  centre  des  moyennes  distances  (*)  des  points  A,  B,  G, 
D»  E;  de  manière  que 

nAV  =  AA'  -+-  BB'  ^  CC  h-  DD'  -»-  EE'. 

Menons  IF,  et  partageons  cette  droite 
en  deux  segments  10,  OF,  proportion- 
nels aux  nombres  1 ,  n;  nous  aurons, 
par  le  Théorème  I  : 

(n4-i)00'  =  njr4-FF. 
Donc 

00'  =  —^  FAA'  -4-  BB'  +  ce  -*-  DD'  ^-  EE'  -^  FF'l 

Remarques. —  I.  Pour  trouver  le  centre  des  moyennes  distances 
d'un  système  de  points  A,  B,  G^  D,.;.  il  suffit,  évidemment,  d'ap- 
pliquer la  règle  suivante  : 

Menez  la  droite  AB,  et  divisez  cette  droite  en  deux  parties 
égales  AM,  MB;  menez  la  droite  MG,  et  divisez  celte  droite  en 
deux  parties  MN,  NG,  proportionnelles  aux  nombres  1 ,  i;  menez 
la  droite  ND,  et  divisez  cette  droite  en  deux  parties  NP,  PD,  pro^ 
portionnelles  aux  nombres  1 ,  3^  etc.  :  le  dernier  point  de  division  0 
sera  le  centre  des  moyennes  distances  cherché. 

II.  Tout  système  de  points  a  un  centre  des  moyennes  distances. 

III.  Un  système  de  points  ne  peut  avoir  qu^tm  seul  centre  des 
moyennes  distances. 

En  effet,  s'il  en  avait  deux,  ces  deux  centres  seraient  égale- 
ment distants  d'une  droite  quelconque;  ce  qui  est  absurde. 

IV.  Si  une  droite  XY  est  située  de  manière  que  la  somme 
algébrique  de  ses  distances  à  des  points  A,  B^  G,  D, ...  soit  nulle, 
cette  droite  contient  le  centre  des  fnoyennes  distances  du  système 
de  ces  points. 

{*)  En  Mécanique,  ce  point  est  appelé  centré  de  gravité. 


86  THÊORfeHES  ET  PROBLÈMES 

De  celle  dernière  proposition ,  od  déduit  les  conelusions  sui- 
vantes : 

V.  Le  centre  des  moyennes  distances  d'un  triangle  est  le  point 
d'intersection  des  trois  médianes. 

VI.  Le  centre  des  moyennes  distances  d'un  quadrilatère  est  le 
point  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés. 

VII.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  d'un 
polygone  régulier  est  le  centre  de  figure  de  ce  polygone. 


La  somme  des  carrés  des  distances  de  n  points  A,  B,  C,  ■-,  à 
«tt  point  quelconque  S,  est  égale  à  la  tomme  des  carrés  des 
dislances  des  mêmes  points- à  leur  centre  O,  augmentée  de  n  fois 
le  carré  de  SO. 

Soient  A',  B',C',  ...,  les  projections  des  points  A,B,C,..., 
sur  la  droite  SO;  nous  avons 
[G.,  269]  : 


AS  =ÂÔ  +  OS  +  aos.A'o, 

ÎS""—  BOV  ÔS"-  20S.B0, 

Cl'  —  C6'+  m'-  20S.  C'O, 

égalités  d'où  résulte 

ÂS'+'B'-i-'ÎSV- 

•  •  — âdvbbV  w+ .  ■  H-'sss' 

-     +  20S( 

A'O-B'O  — C'0-^•■■). 

Il  est  visible  que  le  point  0,  centre  des  moyennes  distances 
des  points  A,  B,  C,...  est  aussi  le  centre  de  leurs  projections 
A',  B',  C',...  Donc  la  somme  algébrique  des  distances  A'O,  B'O, 
C'0...>  est  nulle,  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 
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Refnarque.  Celte  égalité  donne 

Gonséquemment,  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  S» 
à  des  points  donnés  A^  B,  G, ... ,  est  un  minimum,  quand  ce  point  S 
se  confond  avec  le  centre  0  des  moyennes  distances. 


Théorème  l¥. 

Le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  chacun,  à  des  points  donnés  A,  B,  G, ... ,  soit  con- 
stante, est  une  circonférence  qui  a  pour  centre  le  centre  0  des 
moyennes  distances  des  points  A,  B,  G,... 

S  étant  un  point  du  lieu,  soit  /  la  constante  donnée.  L'équa- 
tion (1)  devient 

P  =  ÂÔ* -*- "BÔ* -h  ...  -t-n.OS'; 
ou 

ÔS"==irP  — ÂÔ*— BÔ*— œ* 1; 

n^  -^ 

c'est-à-dire  que  la  distance  OS  est  constante  :  le  lieu  est  donc 
une  circonférence  ayant  pour  centre  le  point  0. 

Remarques.  —  I.  Pour  que  la  circonférence  existe,  on  doit 
avoir 


r  >  AO  -4- BO  -*- CO  -4- . . . . 

II.  Si  P=ÂD*H- lO^-f- CD^H-  •..,  la  circonférence  se  réduit 
au  point  0. 

Théorème  ¥. 

Dans  tout  triangle  ABC  »  le  point  H  de  rencontre  des  trois  hau- 
teurs, le  centre  D  des  moyennes  distances,  et  le  centre  0  du  cercle 
circonscrit,  sont  sur  une  même  droite.  De  plus,  la  distance  DH 
des  deux  premiers  points  est  double  de  la  distance  OD  des  deux 
derniers. 
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Soient  E,  F  les  milieux  des  cdlés  AB,  BC  Menons  OE,  FO, 
AH,  CH,  CD  et  DE. 

Les  triangles  AHC,  FOE,  sont  équi- 

angles  entre  eux;  donc 

CB_AC_ 
EO~BF~    ■ 

D'un  autre  côté,  le  point  D  élant  le  centre  des  moyennes 
distances  du  triangle  ABC ,  on  a 


Les  triangles  HCD,  OED,  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
cAlés  proportionnels,  sont  semblables;  donc  les  angles  CDH, 
EDO  sont  égaux  ;  et  ODH  est  une  ligne  droite. 

De  plus. 


Si  les  sommets  d'un  trinngle  A'B'C  sont  symétriques  du  centre 
O  d'une  circonférence,  par  rapport  aux  côtés  d'un  triangle  in- 
scrit, ABC  :  1°  ces  triangles  sont  égaux  et  ont  les  côtés  parallèles, 
chacun  à  chacun;  2*  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  l'un  des 
triangles,  est  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  de  Vautre; 
3*  les  deux  triangles  sont  symé- 
Iriipies  par  rapport  au  milieu 
M  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  deux  cercles. 

i°  Hélant  le  point  de  concours 
des  hauteurs  du  iriangle  ABC, 
les  droites  OA',  OB',  OC'  soni, 
respectivemenl,  égales  et  paral- 
lèles aux  droites  AH,  BH,  CH 
(Liv.  n,  Th.  H,  Rem.  IV}.  Par 
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.conséquent,  les  triangles  A'OB',  AHB  sont  égaux;  les  droites 
A'B',  AB  sont  égales  ci  parallèles  ;  etc. 

2*  A  cause  de  ce  parallélisme,  les  droites  A'O,  B'O,  C'O  soik 
perpendiculaires,  respeciivement,  b  B'C,  C'A',  A'B'  ;  le  centre  O, 
de  la  circonrérence  ABC,  est  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle  A'B'C.  De  plus,  les  droites  AH,  OA'  éianL 
égales  et  parallèles,  la  figure  AHA'O  est  un  parallélogramoie; 
donc  HA'  =  AO  ;  etc. 

3*  La  dernière  propriété  est  une  conséquence  des  deux  autres. 


Thé«rèBM  TH. 

Soient  ABC,  A'B'C  deux  triangle»  temblable»;  toient  D,  E ,  F 
Ut  interiecHon*  des  côtés  homologues  AB  et  A'B',  BC  et  B'C, 
CketC'X'  :  i'  les  quadrilatères  DBFB',  ECDC,  FAEA'  sont 
intcriptibleti  2°  Us  circonférences  DBFB',  ECDC,  FAEA'  « 
coupent  en  un  même  point  S,  centre  de  similitude  des  triangies 
donnés  [G.,  228  à  230]. 


Corollaire.    Si   dettx  quadrilatères   inscriptibles ,    EAFA', 
DBFB',  ont  un  angU  commun  :  i*  le  quadrilatère  CDC'E,  formé 
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far  fef  étux  derniers  cotés  de  chacun  des  quadrilaières  dotmét, 
est  inseriptme;  2*  les  drcanférences  EAFÂ',  DBFB',  CDBC'  se 
compeiU  en  tm  même  point  S. 

Réciproque  (à  démontrer).  Lorsque  trois  circonférences  ^  pas- 
sant par  un  même  point  S,  se  coupent,  deux  à  deux,  en  trois 
points  D,  E»  F  ;  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  quadrila- 
tères EAFA^  DBFB'y  CDC'E,  respectivement  inscrits  aux  circon- 
férences données,  et  ayant,  deux  à  deux,  trois  angles  communs 

D,E,FO. 

Remarque.  Si  1  on  fait  tourner  A'B'C  autour  du  centre  S,  jn&< 
qu  a  ce  que  le  rayon  vecteur  SA'  prenne  la  direction  SA,  les  deux 
triangles, déjà  semblables, seront semblablement placés:  les  droites 
liomologues  concourront  en  S.  Par  conséquent»  si  les  deux 
triangles  sont  égaux  y  le  point  S,  que  Ton  appelle  alors  centre  de 
rotation,  est  le  milieu  commun  des  arcs  ASA',  BSB',  CSG'. 


Tké^rèaie  ¥111. 

Si,  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle,  on  mène  les  droites 
AD,  BE,  GFy  également  inclinées  sur  les  côtés  opposés,  le  triangle 
A'B'C,  formé  par  ces  transversales,  est  semblable  au  triangle 
donné. 

Considérons,  par  exemple,  le  quadrilatère  BFB'D,  et  désignons 
par  a  Tinclinaison  donnée  (**).  Dans  ce  quadrilatère , 

BFB'^a*  — a,    D  =  a; 
donc 


C)  MiQViL,  Journal  de  LiowoUle,  i.  III,  p.  48K  (1838). 
1    (**)  On  suppose  que  Tangle  a  est  toujours  situé  de  la  même  nunière» 
quand  on  fait  le  tour  du  triangle  ABC. 
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et,  par  conséquent 

FB'D-i.FBD  =  2', 
ou 

Ainsi,  les  triangles  A'B'C,  ABC  sont  semblables. 


Remarques.  —  I.  Le  triangle  A'B'C  est  circonscrit  au  triangle 
ABC. 

II.  Les  quadrilatères  EA'AF,  FB'BD,  DC'Œsontintcriptibles 
(Th.  VU).  En  outre,  les  circonféretwet  EA'AF,  FB'BD,  DC'CE 
panent  au  centre  de  similitude,  S,  f'ei  triangles  ABC,  A'B'C. 

III.  Chacun  des  sommets  A',  B',  C  est  situé  sur  une  dramfé- 
rence  symétrique  de  la  circonférence  ABC,  relattoemenl  au  côté 
correspondant  (Liv.  II,  Th.  II,  Rem.  I). 

IV.  Si  l'angle  a  est  droit,  le  triangle  A'B'C  se  réduit  au  point 
de  concours  des  hauteurs  ABC. 

V.  Quand  «  =  |  =  60",  le  second  triangle  est  égal  au  pre- 
mier. Pour  démontrer  cette  propriété  intéressante,  construisons 
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les  poinlsa,6,  symétriques  du  centre  0  delà  eirconrérence  ABC, 
relalivement  aux  cdtés  BC, 
AC  :  la  droite  ab  est  égale  et 
parallèle  à  AB  (Th.  VI). 

Soit  bfa  la  deinî-circonrë- 
rence  décrite  sur  ob  comme 
diamètre.  Si  l'on  construit 
l'angle  oA/'égal  à  |',  la  corde 
bf  sera  parallèle  au  côté  A'B' 
cherché,  et  égale  à  la  moitié 
de  ce  cété  (Liv.  II,  Prob.  II 
et  XXIII).  Mais.  0  étant  le 
milieu  de  ab,  il  est  visible 
que  le  triangle  06/*  esi{  équi- 

laiéral;  donc  ^A'B'=  ^ab=_{AB;  ei  enfin 
A'B'  =  ABO 
VI.  Dans  ce  même  cas  particulier,  le  centre  S  (Rem.lï)  est  le 

milieu  commun  des  arcs  ASA',  BSB',  CSC'  (Th.  VII,  Rem.). 


Toute  transversale  X'B'C  détermine,  sur  les  côtés  d'un  triangle 
ABC,  six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments  lum  con- 
sécutifs est  égal  au  produit  des  trois  autres  (**). 

Menons,  par  le  sommet  C,la 
droite  CD  parallèle  à  la  transver- 
sale; nous  aurons 

DC'      AC       C\'       BA' 


(■)  En  gênerai,  bf  =  ab  cos  a,  ou 

A'B*       B'C'^C'A'_ 


(")  Cette  proposition,  connue  sous  le  nom  de  Théorèmt  de  Ptolémée,  lui 
est  antérieure  d'au  moins  un  siècle.  (Chulis,  Géométrie  gupirimav.} 
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Ces  deux  proportions  donnent 

CA'      AC     BA' 
CB^  '^  ÂB'  '  bcr  * 

ou 

AB'.CA'.BC'  =  BA.CB'.AC'. 

Remarques.  —  I.  Pour  exprimer  la  relation  précédente,  on  dit 
que  les  segments  sont  en  involution. 

II.  La  réciproque  du  théorème  est  vraie;  c'est-à-dire  que 
si  trois  points,  pris  sur  les  côtés  d'un  triangle,  déterminent  six 
segments  en  involution,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  On 
démontre  aisément  cette  réciproque,  au  moyen  de  la  rédtiction  à 
Pabsurde. 

III.  Cette  réciproque  prouve  que  :  1^  dans  tout  triangle,  les 
bissectrices  extérieures  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points 
situés  en  ligne  droite;  2^  deux  bissectrices  intérieures  et  une 
bissectrice  extérieure  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points 
situés  en  ligne  droite;  etc. 

Théorème  X. 

Trois  droites  A  A',  BB',  CC,  issues  des  sommets  d^un  triangle,et 
concourant  en  un  même  point  0,  déterminent,  sur  les  côtés  du 
triangle,  six  segments  en  involution  (^). 

Le  triangle  ACC  et  la  transversale  BOB'  donnent ,  par  le 

théorème  précédent, 

AB'.CO.BC'=»  AB.OC'.CB'. 

Le  triangle  BCC  et  la  transversale  AOA' 
donnent,  en  vertu  du  même  théorème, 

AB.OC'.CA'  =  BA'.CO.  AC. 


(*)  Ce  théorème,  qui  avait  été  attribué  à  Jean  Bernoulli,  est  peut-être  dû 
à  Jean  de  Ceva,  géomètre  itolien.  (Chaslbs,  Géométrie  tupérieure.) 
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Multipliant  membre  à  membre  ees  dan  ^alités,  oo  troore 

AB'.CA'.BC  =  BA'.CB'.AC'. 

Remarques.  —  1.  La  réciproque  est  vraie. 

II.  On  conclut,  de  cette  réciproque,  que  les  médianeg  d'un 
trùutgle  te  cotaient  en  m  même  point,  et  qu'il  en  est  de  même 
pour  lea  bUtectrûx»  intérieures,  pour  Us  trois  hauteurs,  pour  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  eontact  des  côtés 
opposés  avec  le  cercle  inscrit,  etc. 


Si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants  de  deux 
triangles  se  coupent  en  un  même  point,  Us  points  de  concours  des 
cotés  opposés  sont  en  ligne  droîU  (*). 

Soient  ABC,  A'B'C  les  deux  triangles,  et  0  le  point  de  con- 
cours des  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondanu.  11 
faut  démontrer  que  les  points  M,  N,  P,  où  se  coupent  les  càiés 
respectivement  opposés  à  ces  sommets,  sont  en  ligne  droite. 

Le  triangle  OAB  et  la  transversale  A'BP  donnent,  par  le 
Théorème  de  Ptoièmée, 

OA'.AP.BB'  =  OB'.BI».AA'. 

Le  triangle  OBC  et  la  transver- 
sale B'C'M  donnent,  scmblable- 
mem, 

OB'.BH.CC  — OC'.CH.BB'. 

Enfin,  le  triangle  ABC  et  la  transvei^le  A'C'N  : 

OC.CN.AA'  =  0A'.AN.CC'. 


('}  Théorème  de  Desarguea. 
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Makipliant  ces  égalités  membre  à'membre,  on  obtient 
AP.BM.CN  =  BP.CII.AN. 
Donc  les  points  M,  N,  P  sont  en  ligne  droite  (Th.  IX,  Rem.  II)- 

Remarque».  —  I.  La  réciproque  du  théorème  est  vraie. 

II.  Les  triangles  ABC,  A'fi'C  sont  dits  homologiquet;  0  est 
un  centre  d'homologie;  PMN  est  un  axe  d'homologte. 


Si  troii  droites,  istuet  d'un  même  point  0,  rencontrent,  en  A, 
i,C  et  en  A',  B',  G'  deux  trantvertales,  on  a 

BC     AO        CA     BO        AQ_    CO 
WC'  A'O'^  C'A'  '  WÔ  ^  A'B'  ■  CO  " 
Soit  D  le  point  de  concours  de  ABC,  A'B'C.  D'après  le  ihéo- 
W  ^  ^M         ^^^H  f^^^  précédent,  appliqué 
*"  ^  ^  aux  triangles  DAA',  DCC 

et  à  la  tranimenale  OBB'  : 


■ 

DB.AO.A'B'^ 

=  DB'. 

A'O. 

AB, 

K  DB  CO.BC 

-DB'. 

CO. 

BC 

B 

Donc 

1 

AO 

co' 

A'B' 

B'C 

A'O 

~c5 

AB 
BC 

B 

ou 

A 

B     CO 

F'  CO  ' 

B'C    A'O 

Remarques.—  \.  Si  OAC  est  un  triangle  connu,  sur  les  côtés 
duquel  les  points  B,  A',C'  soient  donnés,  les  segments  A'B',  B'C 
sont  déterminés  par  la  relation  précédente,  que  l'on  peut  écrire 
BÏDsi  : 

A;£   AO       AB   A'O 
B'C'CO'^BC'co' 
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II.  Soient  ABC,  AB^' 
deux  triangles  ayant  un  angle 
commun.  Soit  AD'D  une 
droite  menée  du  sommet  A. 
On  aura 

B[>'    AB        BD    AC 


Soit  A'B'C  un  triangle  inscrit  à  un  triangle  ABC,  de  manière 
que  les  droites  AA',  BB',  CC  concourent  en  un  même  point  I. 
Soit  M  un  point  quelconque.  Les  droites  AM,  BM,  CM,  déter- 
minent, sur  B'C,  C'A',  A'B',  six  segments  en  involutùm. 

Soient  D,  E,  F  les  points  où  les  droites  A A^BB',  CC  rencontrent 
A'B',  BC,  C'A'. 
On  a  (Th.  X) 
AC'.BA'.CB' 
=  AB'.CA'.AB'. 
De  même,  si 
A",  B",  C"  sont 
tes    inlerseclions 
des  droites  AM,  = 
BM.CMnvocBC, 
CA,  AB  : 

AC".8A".CB''  =  AB".BC".CA". 

Par  le  Théorème  XII  : 

BT    AC       C'P     AB' 
CÂ^"ÂB  "^BA"'  AC' 
C'Q    BA'       A'Q   BC 
AB""BC""cF"ëÂ' 
A'R    CB'       B'R    CA' 

BC"' cX~âc""cb" 
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On  conclut,  de  ces  égalités, 

B'P.C'Q.A'R,^,  „.,„„, 

—-- — =-, r-  AC.  BA'.  CB'  = 

CA".  AB".  BC"  BA".  CB".  AC 

et,  en  ayant  égard  aux  deux  premières  : 

B'P.C'Q.A'R  —  C'P.A'Q.B'R. 

C'est  ce  qu'il  Tallait  démontrer. 

Corollaire.  Le»  droites  qui  joignent  un  point  quekonque  du 
plan  d'un  triangle,  aux  centre»  de»  cercle»  ex-tntcrtts ,  détermi- 
ne^, sur  te»  côté»,  «IX  $egmenti  en  involution  ("). 

Remarque.  It  résulte,  du  théorème,  que  tes  droites  A'P,  B'Q, 
CR(**)Be  rencontrent  en  un  même  point  (Th.  X,Bem.  I). 


Si  kt  côtés  d'un  polygone  quelconque  tont  coupés  par  une 
transversale,  le  produit  de»  segment»  non  consécutif»  est  égal  au 
produit  de»  vutres  segments. 

Soit  ABC...  un  polygone,  dont  les  c6(^3  sont  coupés  en  M, 


N,  P, ...  par  la  transversale  MQ.  Il  s'agit  de  démontrer  que 

ah.bn.cp.dq.gr.  FS^  as.bh.cn.dp.eq.fr. 


(')  ViH  Auiil.  Nometlc  Comipmdance  mathémaliqtte,  1. 111,  p.  391. 
(")  Non  tracées  niT  la  6gurc. 
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DttOfnpoioDf  le  paijfqot  en  iriani^.  an  oarai  àts  diago- 
D^es  BD,  BE,  BP.  ?toas  anraos  (Tb.  L\)  : 
AM.BX.FS  =  AS.iUI.FX. 
BT.CB.FX  =  BX.ET.FH, 
BZ.DQ.ET  =  BT.EQ.DZ, 
B».CP.D2=-BZ.DP.CV 

Hallî|Jîanl  membre  à  membre,  el  sapprimant  les  fadeurs 
eommaiu,  on  obiieni  la  relation  d-dessos. 


Si,  par  tm  pohU  O,  prit  dont  te  ptam  d'un  polggoiu  quekonque, 
d'un  nombre  impair  de  côUs,  on  mène,  à  chaque  tommet,  tute 
droite  qui  partage  en  deux  legmentt  le  côté  oppoté,  le  produit  de» 
tegmentt  qui  n'ont  paa  d'extrénUté»  eommuiuê  ett  égal  au  produit 
de»  aud-e»  tegment»  (*). 

Soit,  pour  fiier  les  idées,  le  penlagonc  ABGDEL  11  faut  véri- 
fier l'égalité 

AD'.BB'.CA'.DB'.BG'=-BD'.CB'.DA'.EB'.AC'.     .     .    {!) 

RemarquoDs  d'abord  que  les  deux 
triangles  AOD',  DOA',  ayant  un  angle 
égal, 

AOD'       OA      OD* 


Conséqueroment, 


(*)  Cette  généra Ika lion  dn  Tliéorêmc  de  J.  Bcrnoulli  e«t  due  i  Ponoelet. 


De  même, 

BOD"       OB 

OD' 

D0B'""0B' 

OD 

DOA'       OA      OB 

d5F~oa'ôF'   ' 
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•9. 


En  second  lieu,  les  triangles  AOD',  BOD'  ont  même  hauteur; 

donc 

AOD'      AD' 

^i-— «— (3) 

Enfin,  si  nous  abaissons  OM,  ON»  respectivement  perpendicu- 
laires à  DC,  DB,  nous  aurons  aussi 

DOA'      DA'    OM 


DOB'  ~"  DB'     ON  ■ 
La  relation  (9)  devient 

AD'     DA/    OM       OA      PB 
W'  DB'  *ON~ÔÂ' '  OB'' 


W 


ou 


OM. 


OA    DA' 


ON. 


OB   DB' 


OA'    AD'      "OB'   BD* 
De  là  résulte ,  par  une  permutation  tournante  : 


(5) 


ON. 


OB    EB' 
ÔB-BE' 

OC   AC 


OP. 


(6) 


OC   EC[ 
OC  '  CE'  ' 

^^   OD   AD' 

OP. =00. . 

OC'  CA'        ^  OD'  DA' 

OD    BD'      ^„   OB    BE' 

^„    OE    CE'      ^„   OA    CA' 

OR. =0M. I 

OE'  EC  OA'   AC      I 

Multipliant  membre  à  membre  les  égalités  (K)  et  (6),  et  sup- 
primant les  facteurs  communs,  on  trouve 

DA'   EB'   AC    BD'    CE'      DB'  EC  AD'    BB'   CA' 


AD'    BE'   CA' '  DB'    EC      BD' '  CE'  DA' *  EB' *  AC  ' 


ou 


etc.  (•). 


(DA'.EB'.AC.BD'.CE')»  =  (DB'.EC'.  AD'.BE'.CA')»; 


(*)  L'emploi  des  n'iuM  simplifie  beaucoup  la  dëmonstration  (voyes  le 
Trailé  de*  ProprUlé*  pratectives). 


Si  Ftm  amidére,  mr  ta  eHâ  ém  bimmflt  mg^  pam  jtw tti 
ie*  caMrs  C,  C,  C  4ê  troU  ârcmfirtmat,  lo  tna  emim  4t 
ûmilitmie  mUruta  I,  I',  I  '  et  la  tnU  <xmtnt  it  sJmXlwde 
acUrma E,E',E" :  f  la  tnûeaUmimtermaatmlemiÊnbitiom; 
^  deux  eentra  taUrma  et  va  emtn  exterme  êtmt  m  imfohitiom. 

Oa  nit  que  le  centre  I'  de  sîmiliiiide  intanc  de  dem  ôr- 
conlëreneei  dirite  h  Ggoe  des  centres, 
CC',  en  den  scgiDails  mMUifs  CI  ", 
CI",  proporliomelt  am  nyons  R, 
R'  [G^  134]. 

Saobbblement,  le  centre  de  simili- 
(nde  externe  E"  partage  la  droite  CC 
en  deux  segmenls  timabvetifs  CE", 
CE",  propfvtioaoels  k  R ,  R'. 

Cda  pmé,  il  &at  défnoalrer  qoe 

!•   a".C1.C'T=cr.C'I.CI"; 

«•  CE".  CI  .CT  =3  CI.  CI  .CE". 

Or,  ces  relations  deviennent  évidentes  si  l'on  multiplie  ternie 
A  terme  les  proportions 


ou  si  l'on  multiplie  celtes-ci  : 
CE"       R       C 


On  voit  donc  que  :  i'  les  droite»  Cl ,  CI',  CI"  concourent  e, 
un  mime  p&int  P;  â'  lei  points  l,  V ,  E"  lont  m  ligne  droite. 

On  démontrerait ,  de  la  même  manière,  que  les  points  I, }",  E' 
sont  en  ligne  droi(c,  ainsi  que  les  points  1',  I",  E. 
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Bemafqttes.  —  I.  On  dit  qu'une  droite  AB  est  partagée  har- 
moniquetnent  aux  points  C,  D, 
lorsque  les  segments  additif» 

AC,  BC  sont  proportionnels  aux  segments  souslracif*  AD,  BD; 

c^esi-&-dire  lorsque  l'on  a 


II.  Les  points  C,  D  sont  dits  conjugués  harmoniques.  Il  en  est 
de  même  des  points  A,  B,  parce  que  la  droite  CD  est  partagée 
hormomquement  en  A ,  B. 

III.  En  adoptant  ces  définitions,  on  conclut  que  les  bissectrices 
de  l'angle  d'un  triangle  partagent  harmoniquemmt  le  côté  opposé, 
et  que  les  centres  de  similitude  de  deux  circonférences  partagent 
karmoniquement  la  distance  des  centres, 

IV.  Plus  généralement,  d'après  les  Théorèmes  IX  et  X  : 
ri  l'on  joint  les  sommets 
d'un  triangle  à  un  point 
O,  par  les  transversales 
AA',  BB',  ce,  et  que  l'on 
mène  ensuite  ta  Iransver' 
sale  B'A'C",  ks  points  C, 

C"  partagent  karmoniquement  la  base  Afi. 

V.  Cette  remarque  donne  te  moyen  de  construire,  avec  la 
règle  seulement,  le  conjugué  harmonique  C"  d'un  point  C. 

TkéarètBe  XTII. 

Toute  parallèle  à  l'un  des  rayons  d'un  faisceau  harmonique  est 
partagée  en  deux  parties  égales  par  les  trois  autres  rayons. 

Lorsque,  après  avoir  partagé  harmoniquement  une  droite  AB 
par  les  points  C,  D,  on  joint  A,  B,  C,D,  avec  un  point  quelcon- 
que O,  les  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD  forment  ce  qu'on 
appelle  un  faisceau  harmonique. 
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Celte  déânition  élanl  admise,  meDons,  par  le  point  B,  MM  paral- 
lèle à  OA  ;  Dous 


aurons 


Â5' 


Al>       AC 

donc 

BM  »  DN. 

Réciproque.  Si,  par  le  sommet  d'un  triangle,  on  mette  tiue 
médiatte  et  la  parallèle  à  la  bâte  corretpondante,  ces  deux  droitet 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres  cotes 
du  triangle. 

Si  l'on  mène,  dans  un  faisceau  harmonique,  une  trontvenale 
quelconque,  elle  est  coupée  harmoniquement  par  les  quatre  rajfon». 

Ce  ihéorème  est  évident  par  celui  qui  précède. 


Deux  points  réciproques  quelconques  C,  O  partagent  harmoni- 
quement le  diamètre  AB  fut  les  contient. 

Deux  points  C,  D,  situés  sur  un  diamètre  AB,  et  d'un  inén>e 

côté  par  rapport  au  centre  0,  sont  dits  réciproques,  si  lerwt- 

angle  de  leurs  distances  au  centre  est 

équivalent  au  carré  du  rayon;  c'est-à-dire 

lorsque  l'on  a 

OC.OD  =  ÔB'. 
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Il  est  évident,  d'après  cette  définition,  que  si  le  point  C  est  inté- 
rieur au  cercle,  son  conjugué  D  est  extérieur. 
Cela  posé,  il  s'agit  de  démontrer  la  proportion 

AC       AD 

BC  ~  BD  ' 

ou,  ce  qui  est  équivalent,  la  proportion 

BO-hOC      OD  -I-  BO 

BO  —  OC  ^  OD  —  80 

Or,  celle-ci  équivaut  à  la  suivante  : 

BOOD 

OC~"BÔ' 

laquelle  donne 

OC.OD=W. 
Remarque.  L'énoncé  peut  être  ainsi  modilié  : 
Lorsqu'une  droite  AB  est  partagée  karmoniquement  en  C,  D, 
la  moitié  de  cette  droite  eat  moyenne  proportionnelle  entre  les 
distances  de  ion  milieu  aux  points  C,  D. 


Lorsqu'une  droite  AB  est  partagée  karmoniquement  en  C,  D, 
la  circonférence,  décrite  sur  AB  comme  diamètre,  coupe orthogo- 
ntdement  toutes  les  circonférences  passant  par  les  points  C,  D. 

Soit  M  l'un  des  points  d'intersection  des  deux  circonférences. 
D'après  le  théorème  précédent ,  le 
rayon  OM  est  moyen  proportionnel 
entre  OC  et  OD  :  ce  rayon  est  donc 
langent,  en  M,  li  la  circonférence 
CD.  En  d'autres  termes  :  les  tan- 
gentes MO,  MO',  aux  circonférences 
CD,  AB,  sont  perpendiculaires  entre 

elles.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  les  circonférences 

sont  orthogonales. 
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Remarques.  —  I.  Si,  laissant  les  points  C,  D  fixes,  on  fait  varier 
les  points  A,  B,  les  circonférences  décrites  sur  les  droites  AB, 
A'B',  A''B"...  prises  comme  diamètres,  coupent  orlhogonalemcnt 
toules  les  circonférences  passant  par  les  points  C,  D  (*). 

II.  Cette  considération  des  systèmes  de  cercles  orthogonaux 
sert  de  base  à  la  projection  sléréographique  (**). 


Les  distances  d'un  point  quelconque  M  d'une  circonférence,  à 
deux  points  réciproques  C,  D,  sont  dans  un  rapport  constant. 
Les  droites  MA,  MC,  MB,  MD  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, dans  lequel  les  rayons  conjugués  MA, 
MB  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Donc, 
d'après  le  Théorème  \VI  (Rem.  III),  ces 
droites  sont  les  bissectrices  des  angles  for- 
més par  MC,  MD.  Conscquemmcni, 
MC_BC 
MD~BD 


Le  sommet  D  d'un  angle  circontcrit  EDF  a  pour  polaire  la 
corde  de  contact  EF. 

On  appelle  polaire  d'un  point  D,  par  rapport  à  un  cercle  O,  la 

I  perpendiculaire  au  diamètre  OD,  menée 
par  le  conjugué  du  point  D.  Béciproquement, 
D  est  le  pôle  de  la  perpendiculaire. 
Cette  déiînition  étant  admise,  le  ihéorème 
énoncé  consiste  en  ce  que  le  point  C ,  où 
EP  coupe  OD,  est  le  conjugué  du  point  D. 

(*]  On  peut  démontrer  qu'il  n'cxitle  pat,  dam  un  plan,  dt  lyilèmri  d» 
eerehi  orlhogonaux  autrtt  qut  ceux  qui  réiullenl  de  celle  conitraclioa  (Journal 
de  Liouville,  tome  XIX). 

('*)  Manuel  du  Bacealauréal  (Cotmographic). 
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Or,  le  rayon  OE  est  moyen  proportionDel  entre  l'hypoténuse 
OD  et  le  segment  OC;  donc 

OC.OD=»ÔB*. 


Le  pôle  N,  de  toute  droite  GH  passant  par  un  point  C,  est  sur 
la  polaire  EF  de  ce  point. 

Le  pôle  de  la  droite  GH  est  situé  sur  OM,  perpendiculaire  i 
GH.  Il  Taut  donc,  pour  démontrer 
le  théorème,  faire  voir  que  le  point 
N,  où  It-s  droites  OM,  EF  se  cou- 
pent, est  conjugué  de  M.  Or,  les 
triangles  rcclangics  CMC,  ODN  sont 
semblables;  donc 

OM.ON  =  OC  OD. 
MaÎ!< ,  les  points  C ,  D  étant  réci- 
proques, on  a 

OC.OD  =  ÏÏB'; 
donc  aussi 

OU.  ON  ="58*. 


La  polaire  de  tout  point  pris  sur  une  droite  passe  par  le  pôle 
de  cette  droite. 

Celle  proposition  est  la  réciproque  évi- 
dente du  Théorème  XXllI.  Dans  le  cas  où 
la  droite  AB  est  extérieure  à  la  circonré- 
rencc  O,  on  peut  remplacer  l'énoncé  par 
ccini-ci  : 

Si,  par  différenis  points  C,  C,  C" 

'  pris  sur  une  droite  AB,  on  même  des  f(m- 

genles  à  une  circonférence  0,  les  cordes  de  contact  DE,  D'E', 

passent  toutes  par  un  même  point  P. 


TH£OBfcMBS  ET  niOBLÈMES 


•wuimt ime  XXV. 


Toute  corde  FG,  menée  par  un  point  P,  e*t  diaiée  karmom- 
quement  par  ce  point  et  par  m  polaire  BC. 

Les  poÎDts  A,  P  étant  réciproques,  on  a  (Th.  XXI) 

AF      AC 

pf'^pc' 


AG       PG 

Cette  proportion  exprime  que  AP 

est  la  bisseclrice  de  l'angle  FAG.  El 

iiomme  BC  est  perpendiculaire  à  AP,  les  quatre  droites  AP,  AB, 

AF,  AG  forment  un  Taisceau  harmonique  (Tb.  XVI,  Rem.  III). 


Th«*rtMe  XX  Ti. 

Étant  donné  un  polygone  P,  on  peut  toujours  constrmre  un 
polygone  P'  tel,  que  les  sommets  de  l'un  des  polygones  soient  les 
pôles  des  côtés  de  l'autre,  relativement  à  un  cercle  donné  O. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  polygone  P  soit  un  qua- 
drilatère ABCD.  Soient  A',  B',  C,  IX 
les  pâles  des  côtés  de  celle  figure. 
Lo  droite  A'B',  qui  joint  te  pôle  de 
AB  au  pôle  de  BC,  est  la  polaire  de  B 
(Th.  XXIil),  cic.  Donc  les  deux  qua- 
drilatères ABCD,  A'B'C'D'  jouissenl 
des  propriétés  énoncées. 

Remarques.  —  I.  En  général,  les 
polygones  P,  P  sont  diu  polaires  réciproques  par  rapport  au 
çfrcle  directeur  O. 

II.  La  théorie  des  polaires  réciproques,  due,  en  grande  partie 
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b  llllustre  Poncelet,  dotAte  le  nombre  des  théorèmes  de  la  G^- 
métrie;  c'est-à-dire  qu'un  ihéoréme  de  tituation  (*)  élant  admis, 
la  considéraiion  dps  polaires  réciproques  en  donne  imniëdiate- 
ment  un  autre,  corrélatif  du  premier.  Soit,  par  exemple,  ce  théo- 
rème très-simple  ; 

Les  hauteurs  AM,  BN,  CP  d'un  triangle  ABC  se  coupent  en  un 
même  point  1  (Liv.  1.  Th.  i). 

Construisons  la  polaire  réciproque  de  la  6gure,  relaUvemcnt  k 

un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  arbitraire  O;  cl  soient  A', 

B',  C  les  pôles 

deBc6(ésBC,CA, 

ÂB. 

Le  pèle  de  AM 
est  situé  sur  B'C, 
polaire  de  A.  De 
plus,  il  est  visible 
que  les  pôles  de 
deux  droites  per- 
pendiculaires entre  elles  sont  situés  sur  deux  rayons  perpendi- 
cuUàres  entre  eux.  Donc  le  pOle  de  AM  doit  aussi  se  trouver  sur 
OM'  perpendiculaire  à  OA';  donc  il  est  eu  H'. 

Une  construction  semblable  donne  les  pâles  N*,  P'  des  droites 
BN,  CP.  Et  comme  AH,  BN,  CP  se  coupent  en  I,  les  pAles  de  cet 
lignes  sont  situés  sur  une  même  droite,  polaire  de  I. 
Conséquemment  : 

Thter«nie  XKTIt; 

Si,  d'un  point  quelconque  O,  on  mène  des  droites  aux  sommets 
d'un  triangle  A'B'C,  et  des  perpendiculaires  à  ces  droites;  qu'on 
pn^nge  chaque  perpendiculaire  jusqu'à  ce  qu'elle  rencotUre  te 
côté  opposé  au  sommet  correspondant;  les  points  M',  N',  P',  ainsi 
obtenus,  sont  sur  une  mime  droite. 

(')  Le  commandant  HiiNnsBia,  Proresseur  k  l'Éoole  polylefhniquc,  est 
parrcna  à  éleadn,  aux  propriiti*  tumiriquu  dti  figurt»,  l'applicalton  dn 
principe  dea  polaires  r^iproques. 


TVÈOMtmss  ET  rumiaas 


Dans  tout  hetagone  ABCDEF  tntcrit  «m  eere/r,  te$  pointi  de 
conamrs  I,  G,  H,  dei  côté»  oppoêé$,  tant  sur  ttne  même  droite. 

Ce  ihéorème,  l'un  des  pjos  féconds  de  la  GéfHnéiiîe,  est  dû  à 
Pascal  (*).  On  le  démonlre  fâcilemeiit  craniDe  il  suit  : 
ProloDgeons  les  calés,  de  deui  en  deux,  jugqu'i  ce  qu'ils  se 
rencontrent  aux  points 
L,  M,  N.  Nons  aurons, 
par  la  propriété  des 
droites  qui  se  coupent 
hors  d'un  cerele  : 

LA.LF  =  LB.LC, 

HC.HB  =  HD.HE, 

NE.HD  =  NF.N\ 

[C.,338]. 

D'un  autre  côié,  le 
triangle  LMN,  coupé 
par  les  transversales 
AG,  Dl,  FH,  donne 

(Th.  IX)  : 

LB.HG.N\=>HB.KG.LA, 
HD.M.LC-^ND.LI.HC, 
NE.MP.LH  =  NE.LF.HH. 

Multipliant  CCS  six  égalités  membre  &  membre,  et  supprimaot 
les  facteurs  communs,  il  nous  vient 

MG.NI.LH=>NG.U.HH. 

(')  On  peut  voir,  dans  les  Nouvtttti  4nnahi  de  Malhémaligmi  (t.  XI), 
une  inalyM!  de«  travaux  auxquels  a  dounc  lieu  VHtxagramnu  mystique  ds 
Pascal.  Quand  il  fit  coonaltrc  son  ihéorèine,  cel  homme  exlntordinaire  avait 
k  peina  diigept  ans! 
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Donc  (Th.  IX 9  Rem.  II)  les  trois  points  6,  H,  I  sont  sur  une 
même  droite. 

Remarques  (*).  —  I.  Ce  théorème  n'est  pas  seulement  appli- 
cable à  un  hexagone  convexe,  comme  celui  de  la  figure.  Les  côtés 
pourraient  s'entre-croiser  et  les  sommets  se  succéder  sur  la  cir- 
conférence dans  un  ordre  quelconque^  ce  qui  fournirait  soixante 
hexagones  différents  (**)  (dont  un  seul  convexe)  ayant  les  mêmes 
sommets.  On  obtiendrait  ainsi  soixante  groupes  différents  de  trois 
points  situés  en  ligne  droite.  Toutefois,  cela  ne  donnerait  pas  cent 
quatre-vingts  points  différents;  car,  par  les  six  points  de  la  cir- 
conférence,  en  les  prenant  deux  à  deux,  on  ne  peut  faire  passer 
que  quinzes  droites  ;  chacune  de  ces  quinzeulroites  en  rencontre 
huit  aux  deux  sommets  par  lesquels  elle  passe  ;  restent  donc,  pour 
chacune,  six  points  d'intersection ,  non  situés  sur  la  circonfé- 
rence (***);  ce  qui  donne  quarante-cinq  points  en  tout  pour 
fournir  les  soixante  groupes  ci-dessus  (iv). 

II.  On  peut  supposer  qu'un  ou  plusieurs  côtés  de  Thexagone 
inscrit,  indéfiniment  prolongés,  deviennent  des  tangentes.  De  là 
résultent  divers  corollaires  ou  théorèmes  relatifs  au  pentagone, 
au  quadrilatère  et  au  triangle  inscrit.  Nous  allons  en  donner  les 
énoncés,  en  observant  qu'ils  sont  susceptibles  du  même  genre 
d'extension  que  le  Théorème  de  Pascal. 


O  Tirées  da  Cours  de  Géométrie  de  Vincent  (â«  édition). 

(**)  En  effet,  on  peut  supposer  que  le  premier  sommet  soit  A  ;  et  alors 
le  nombre  des  hexagones  est  celui  des  permutations  des  cinq  lettres  B ,  C , 
D,  E,  F,  c'est-à-dire  120.  Mais  il  est  visible  que  chaque  hexagone  a  clé 
compté  deux  fois  :  par  exemple,  ABCDEF  et  AFEDCB  coïncident.  Le  nombre 
précédent  doit  donc  être  divisé  par  3. . 

(*'*)  Si  Ton  considère  les  sommets  C,  D,  E,  F,  les  droites  qui  les  joignent 
deux  à  deux  sont  an  nombre  de  six;  par  conséquent,  sur  U  côté  AB,  t7  y  a 
six  points  d'intersection,  non  situés  sur  la  circonférence. 

(it)  Un  point  étant  situé  sur  deux  droites,  le  nombre  des  points  est 

15^= «. 


iiO  THÉORÈMES  ET  PKOBLÈBIES 


Dans  tout  pentagone  inscrit  ^  les  points  de  concours  de  deux 
paires  de  côtés  non  consécutifs  quelconques,  et  celui  du  cinquième 
côté  avec  la  tangente  au  sommet  opposé,  sont  tous  trois  en  ligne 
droite. 


Théorème  11X11. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit ,  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés,  et  ceux  des  tangentes  aux  sommets  opposés,  pris  deux  à 
deux,  sont  tous  auatre  en  liane  droite. 


MM  #  %f 

deux,  sont  tous  quatre  en  ligne  droite 


VbéMTèaM  XXU. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  le  point  de  concours  de  deux 
côtés  opposés,  et  les  points  de  concours  des  tangentes  menées  aux 
extrémités  de  l'un  de  ces  deux  côtés,  avec  les  deux  autres,  sont 
tous  trois  en  ligne  droite. 


Tké«rèBie  XILILII. 


Dans  tout  triangle  inscrit,  les  points  de  concours  des  côtés  avec 
les  tangentes  aux  sommets  opposés,  sont  sur  une  même  droite. 


Vké«rèHM  ILILXIII. 


Dans  tout  hexagone  abcdef  circonscrit  au  cercle,  les  diagonales, 
menées  par  les  sommets  opposés,  se  coupent  en  un  même  point. 

Si  Ton  trace  les  cordes  de  contact  AB,  BG» ...  elles  formeront 
un  hexagone  inscrit  ABCDEF.  Les  côtés  de  cet  hexagone  ont 
pour  pôles  les  sommets  correspondants  de  Thexagone  circon- 
scrit. Si  Ton  mène  be,  le  pôle  de  cette  droite  doit  se  trouver  sur 
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h  polaire  de  b  et  sur  la  polaire  de  e;  donc  il  est  en  G.  De 
même,  les  pôles  des  deux  autres 
diagonales  ad,  ef,  sont  les  points  I , 
H.  Donc,  les  points  G,  I,  H  élani 
sur  une  ligne  droite,  leurs  polaires 
eoncourenl  en  un  même  point  P 
(Th.  XXIV). 

Remarqta.  Ce  dernier  Ihéorèmc, 

découvert  par  N.BHanchon,  est  un 

corrélatif  du  Théorème  de  Pascal 

(Th.  XXVI,  Rem.  II).  Il  donne  lieu, 

comme   celui-ci,  à   un   grand  nombre  de   corollaires,  parmi 

lesquels  nous  énoncerons  les  quatre  théorèmes  suivants  : 


TMwrtw*  XXXIV. 

Dans  tùut  pentagone  circonterit,  te»  diagonales  menées  par 
deux  paires  de  sommets  non  consécutifs  quelconques,  et  la  droite 
qui  joint  le  cinquième  sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé, 
concourent  toutes  trois  en  un  même  point. 


TbéarèMa  XXXT. 

Danê  tout  qua^ilatère  circonscrit,  les  droites  menées  par  les 
points  de  contact  des  côtés  opposés,  et  les  diagonales,  concourent 
en  un  même  point. 


Dans  tout  quadrilatère  circonscrit,  la  droite  menée  par  les 
sommets  de  detix  angles  opposés,  et  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  des  cotés  formant  l'un  de  ces  imgles,  avec  les 
deux  autres  sommets,  concourenf  toutes  trois  en  un  même  point. 


THÉOIIÈHBS  ET  PROBLÈMES 


Dans  tout  triangle  circonscrit,  les  droites  menées  des  sommets, 
tutx  points  de  contact  opposés,  concourent  en  un  même  point. 


Le  lieu  géométrique  des  points  M  d'égale  puissance,  par  rapport 
à  deux  circonférences  0, 0',  est  une  perpendiculaire  MN  à  la  ligne 
des  centres. 

On  appelle  putisnnce  d'un  point  M  ,par  rapport  èi  unecîrcoiiré- 
rence  0,  le  rectangle  constant  des  segments  additifs  ou  soustrac- 
tifs  que  forme  ce  point  sur  toute  corde  qui  le  contient. 
D'après  cette  définition,  il  est  évident  que  :  l"  la  ligne  cherchée 
se  confond  avec  le  lieu  des  points  d'où 
Ton  peut  mener,  aux  deux  circonfé- 
rences ,  des  tangentes  MT,  MT',  égales 
entre  elles;  2*  si  les  circonférences  soni 
tangentes  ou  sécantes,  le  lieu  géomé- 
trique dont  il  s'agit  est  la  tangente  com- 
mune ou  la  corde  commune. 
Considérons  donc  le  cas  où  les  circonférences  seraient  exté- 
rieures ou  iniérieures. 

Abaissons  MP  perpendiculaire  ù  00',  et  menons  MO,  MO'. 
Nous  aurons 

Mï'=ÔM*— 01*,    MT''=Ô1â*— ÔT'*; 
d'où,  A  cause  de  MT==MT',  et  en  appelant  R,  R'  (es  deux 
rayons, 

^*— R'=Ô^*— R'. 

Or,  _^ 

ÔM*==OpVmp',    OTM^O'pVm'P*; 
donc 

oP*— r*  =  ôt'-r". 
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Celle  égalité  donne 

ou 

(OP  -H  OT)(OP  —  0'P)  =  (R  -♦-  R')(R  -  R'); 

ou  encore,  à  cause  de  OP  -4-  O'P  =  00'  : 

(R-+-R')(R--R') 


OP-  0'P  = 


00' 


Ainsi  y  la  posiiion  du  poinl  P  esl  indépendanie  de  celle  du 
poinl  M  :  lous  les  poinls  du  lieu  cherché,  ayanl  même  projection 
sur  00',  ce  lieu  est  la  perpendiculaire  MP. 

Remarques.  —  I.  La  droite  MN  est  appelée  axe  radical  des 
circonférences  0,  0'  (*). 

II.  D'après  la  valeur  trouvée  pour  OP  —  0P'>  on  voit  que  si  R 
surpasse  R\  OP  doit  surpasser  O'P.  Donc,  l'axe  radical  est  pltis 
près  du  centre  de  la  petite  circonférence  que  du  centre  de  la 
grande. 

iil.  De 

ÔP'—  R«  =  Ô^*—  R'\ 
on  déduit 

(OP  -f-  R)  (OP  —  R)  =  {O'P  -♦-  R')  (O'P  -  R') , 

ou 

(OP  -♦-  R) .  AP  =  (O'P  H-  R')A' P. 

En  supposant  R>  R',  nous  venons  de  trouver  OP>0'P. 
Donc,  par  compensation,  AP  <  A'P.  Ainsi,  l'axe  radical  est 
plus  près  de  la  plus  grande  circonférence  que  de  la  petite  (**). 


(*)  La  théorie  des  axes  radicaux  est  due  à  Gaultier  (de  Tours).— /oumaf 
de  l'École  poly technique ^  i6«  Cahier. 

(**)  En  se  basant  sur  la  notion  de  la  puissance  d'un  point,  M.  Laisant  a 
trouvé  un  grand  nombre  de  théorèmes  remarquables ,  analogues  à  ceux  que 

8 


TBtORlMBS  ET  n«LÈlIBS 


Le*  axe*  radÙMux  de  trois  àramfénnee»,  anuidéréet  deux 
à  deux,  te  coupent  en  tm  même  point. 

Les  azea  radicaux  HN,  M'N'  secoupoiten  on  pobt  tel,  qaesi 
l'on  mène,  de  ce  poiot,  les  tangeoles  CT, 
CT',  CT*,  on  aura,  en  même  temps, 
CT'=CT",  C'r=CT.  Donc  CT'=CT; 
donc  le  point  C  est  situé  sur  l'axe  radi- 
cal M' N  ". 

Araurfuef.  —  I.  Le  point  C  est  le 
centre  rodïca/  des  trois  circonférences. 

IL  Pour  trouver  l'axe  radical  de  deux  circonrérences  C ,  C 
qui  n'ont  aucun  point  ccHomun ,  il  suffit  de  les  couper  par  une 


iMiu  avons  démonirés  ci-dcssiu  (pp.  86,  87).Voieî  les  énoocés  de  quelques- 
une*  de  CCS  proposilioas  nouvelles  ; 

!•  ABC...  étant  va  polygone  èU  a  côtés ,  inimM  un  ccrrle  donf  le  eenire 
etl  O  ;  toit  G  te  centre  de  graililé  (ou  centre  det  nutt/eann  diilanert)  da  fitème 
dei  pointe  A,  6,  C,  ...,  et  H  un  point  prit  tur  la  cirtonférener  qui  a  pour  dia- 
mètre  QG  :  la  puiitante  du  point  H ,  par  rapport  au  eerele  O,  a  pour  exprès- 


■î-{Âïi*-KBtf-t-C«V- 


)■ 


9*  Le  lieu  dei  pointi  dont  la  tomme  det  puitianeet,  par  rapport  à  n  nrcm*- 
férenctt  donnéet,  ett  eontiante,  etl  une  eirtonférenee. 

3*  La  tomme  det  puiitaneet  d'un  point  qwleonqite,  par  rapport  aux 
eirconfirencet  déerilet  nir  ht  quatre  eiléi  d'un  quadrilatère,  comme  diatnèlreu, 
ett  égale  à  quatre  fait  la  puiiiance  du  mime  point,  par  rapport  à  la  cirtonfé' 
renée  ayant  pour  diamètre  la  droite  qui  joint  Ici  milieux  det  diagoaaiet. 

i*  Soient ,  iiir  un  plan,  Iroit  circon/érencei,  agant  pour  centrei  C, ,  C,  ,C,; 
OJeur  rentre  radical  lit ,  u»  point  quelconque  du  plan.  Lei  différeneet  da  piûi' 
tancet  da  point  H,  par  rapport  aux  trait  circonfireneu,  tant  pmporlionjtelk* 
au*  projection!  det  eiiét  du  Iriaitgle  C,C,C, ,  fur  la  droite  OH  ;  de. 

ffloiuelle  Corretpondanee  mallièmaiiquf,  looHrs  I  cl  U.) 
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circonférence  auxiliaire  C",  puis  d'abaisser,  du  point  de  rén- 
conire  des  cordes  communes,  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
qHijointlesceiiires  des  circonférences  C,  C. 

m.  Si  trois  circonférences  se  coupent  deux  à  deux,  les  trois 
cordes  communes  ne  coupent  en  un  même  point;  si  trois  circonfé- 
rences se  touchent  deux  à  deux,  les  trois  tangentes  communes  se 
coupent  en  un  même  point;  etc. 


Le  lieu  des  centres  M,  des  circonférences  çtii  coupent  orthogona- 
lement  deux  cercles  donnés  0,  0',  est  l'axe  radical  de  ces  cercles. 
Si  les  circonférences  O,  M  se  coupent  orthogonalemeni  en  T, 
les  rayons  OT,  (ÏT 
sont  perpendiculaires 
entre  eux  :MT  est  une 
tangenle  à  la  circonfé- 
renccO.  Pour  la  même 
raison,  le  rayon  MT' 
est  langent  à  la  circon- 
férence O'. 

Mais  MT=  MT'; 
donc  le  lieu  des  centres  M  coïncide  avec  le  lieu  des  points  d'où 
l'on  peut  mener,  aux  circonférences  O,  C,  des  tangentes  égales 
entre  elles.  C'est  ce  qu'il  fallait  démonircr. 

Remarque.  Celte  proposition ,  combinée  avec  le  Théorème  XX , 
conduit  à  diverses  conséquences,  parmi  lesquelles  nous  énonce- 
rons eelles-ci  : 

i'  Si  les  cercles  0,  0',  n'ont  aucun  point  commun,  les  circon- 
férences M,  M',  M",  .„,qui  les  coupent  orthogonalemeni,  passent 
toutes  par  deux  points  fixes  P,  F',  situés  sur  la  ligne  descentres 
00',  et  également  distants  de  l'axe  radical  MP.  Ces  points  F,  F' 
divisent  harmontquemen/  le  diamètre  AB  du  cercle  0,  et  le  dia- 
mètre A'B'  du  cercle  O'. 
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9*  Lorsque  les  circonférences  0,  0'  w  touchent,  les  circonfé- 
rences H  passent  toutes  par  le  point  de  contact  C. 

3"  Si  les  circonférences  0,  0'  sont  sécantes,  les  circonférences 
qui  les  coupent  orthogonalement  n'ont  aucun  point  commun;  de 
plus,  ces  circonférences  M,  M',  M", ...,  ne  rencontrent  pas  la 
ligne  00'  des  centres. 

4®  Cette  ligne  des  centres  est,  dans  tous  les  cas,  Vaxe  radical 
des  circonférences  M,  M',  M",  ...,  considérées  deux  à  deux. 

5*  Les  circonférences  M,  M',  M", ...  sont  orthogonales,  non-seu- 
lement par  rapport  aux  cercles  donnés,  mais  encore  relativement 
à  toutes  les  circonférences  qui,  considérées  deux  à  deux,  ont  même 
ligne  des  centres  et  même  axe  que  les  cercles  donnés  {*). 

VhéorèMe  XM. 

L'axe  r€uiical  de  deux  cercles  est  également  distant  des  deux 
polaires  de  chaque  centre  de  similitude. 

La  proposition  est  vraie  lorsque  les  deux  cercles  ont  des  tan- 
gentes communes;  car  le  milieu  de  chacune  de  ces  droites  est 
sur  Taxe  radical;  et  les  extrémités  de  la  tangente,  c*est-à-dire  les 
points  de  contact,  appartiennent  aux  polaires  du  centre  de  simi- 
litude par  lequel  passe  cette  même  tangente. 

Dans  tout  autre  cas,  le  théorème  subsiste.  En  eflet,  les  rela- 
tions qui  déterminent  les  centres  de  similitude,  leurs  polaires,  et 
les  axes  radicaux,  sont  indépendantes  des  grandeurs  et  des  posi- 
tions relatives  des  deux  cercles. 

Théorème  ILIilI. 

Le  centre  radical  de  trois  cercles  0, 0',  0"  est  le  centre  commun 
des  huit  hexagones  ayant  pour  côtés  les  polaires  des  six  centres 
de  similitude,  pris  trois  à  trois. 

(*)  Lorsque  plusieurs  circonférences,  considérées  deux  à  deux,  ont 
même  ligne  des  centres  et  même  axe  radical,  nous  disons,  pour  abréger, 
qu'elles  ont  même  axe. 
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Soient,  pour  fixer  les  idées  : 
C  le  centre  de  similitude  directe  des  cercles  O',  0"; 
C  —  —  0",0; 

C"  —  —  0,   O'. 

Soient,  par  suite  : 
P,   Q  les  polaires  du  point  G,  relativement  aux  centres  0',  O"; 
P',  Q'  ~  C.  —  O'.O; 

P",  Q''  —  C",  —  0,   O'. 

Les  six  droites  P,  Q,  P',  Q',  P",  Q"  déterminent  un  hexagone 
dont  les  calés  sont  parallèles  deux  à  deux. 

Remarquons  maintenant  que,  d'après  le  théorème  précédent, 
le  centre  radical  I  est  également  distant  des  côtés  opposés  de 
l'hexagone.  De  là  résulte  que  les  côtés  et  les  sommets  de  celte 
tigure  sont  deux  h  deux  symétriques  par  rapport  au  point  1  :  c'est 
ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  ce  point  est  le  centre  de  l'hexa- 
gone considéré. 

Thé*r*Mft  XLIil. 

Lorsque  devx  circonférences  lonl  orthogonales ,  ia  polaire  d'un 
l>oinl  M  de  la  première,  par  rapport  à  la  seconde,  passe  par  le 
point  M'  diamétralement  opposé  à  M. 

Soit  P  le  second  point  d'intersection  de  la  circonférence  C  avec 
la  droite  qui  joint  le  point 
M  au  centre  0.  Les  cir- 
ronférences  étant  orllio- 
gonalcs.ona  (Th.  XX) 

OP.OM  =  (>Â*; 

en  sorte  que  les  points 
M,  P  sont  réciproques. 
Donc  la  polaire  de  M 
passe  au  point  P.  Et, 
comme  l'angle  MPM'  est 
droit,  cette  polaire  est  MP'. 
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Thé^rène  XLIT. 

Le  lietê  des  points  réciproques  d'un  point  donné  M,  relativement 
à  toutes  les  cirœnfêrcnces  ayant  même  axe,  est  la  circonférence 
orthogonale  aux  circonférences  données,  passant  par  le  point  M. 

Supposons  y  dans  la  démonstration  précédente,  le  point  M 
fixe,  ainsi  que  la  circonférence  CM.  Si  la  circonférence  0  se 
déplace,  en  restant  orthogonale  au  cercle  C,  de  manière  que  le 
centre  0  décrive  une  droite  OX,  la  perpendiculaire  CD  à  OX 
sera  Taxe  radical  commun  à  toutes  les  circonférences  0,  considé- 
rées deux  à  deux  {*).  Pendant  ce  mouvement  du  cercle  O,  le 
point  P,  réciproque  de  M,  décrit  la  circonférence  CM.  C'est  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Tkéorèiue  JLÏÏjT. 

V  Le  lieu  des  points  M  tels^  que  les  polaires  de  chacun  d'eux, 
par  rapport  à  trois  cercles  donnés  C,  C,  C",  se  coupent  en  un 
même  point  P,  est  la  circonférence  0,  orthogonale  à  ces  cercles; 
2**  le  lieu  des  points  P  est  la  même  circonférence  0  ;  3"  /c  centre  de 
cette  circonférence  est  h  centre  radical  des  cercles  donnés;  4"  les 
points  M^  P  sont  diamétralement  opposés  (**), 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  la  démonstra- 
tion :  elle  ne  présente  aucune  difficulté.  11  en  est  de  même  pour 
la  proposition  suivante,  due  à  M.  Faure. 

Théorène  XLVI. 

Trois  cercles  étant  donnés,  si  Von  trace  une  circonférence  ayant 
même  axe  que  deux  d'entre  eux  et  toudiant  le  troisième,  les  six 
points  de  contacts  ainsi  obtenus  coïncident  avec  les  points  où  les 
circonférences  données  coupent  la  circonférence  orthogonale. 

{*)  Voir  la  note  de  la  page  146. 

(**)  Théorème  de  J.-B.  Durrande  {Annales  de  Gergonnoy  t.  XVI.) 
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Le  point  de  rencantre  0  des  hauteur»  d'un  triangle  ABC  est  : 
i'  le  centre  radical  dex  circonférence»  ayant  pour  diamètre»  le» 
calé»  du  triangle;  3*  le  centre  radical  des  circonférences  ayant 
pour  diamètre»  le»  segments  OA,  OB,  OC  de»  hauteur». 

f*  Les  circonférences  décrites  sur  AC  et  BC  passent  par  le 
point  C  ;  donc  leur  ase  radical  est  CC;  cic. 

3*  Même  démonstration. 


Remarque.  A  cause  de  la  première  partie  du  ihéorcmc,  on  a 
OA .  OA'  =  OB.  OB'  =  OC .  OC, 


Dont  tout  iiuadrilatère  complet,  le»  circonférences  décrite»  sur 
le»  diagonales  BE,  CD,  AF  comme  diamètres,  étant  prises  deux 
à  deux,  ont  même  axe  radical. 

Les  cordes  CG,  UE,  AI,  respectivement  perpendiculaires  à 
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D6,  BH,  FI,  sont  les  bautears  du  triangle  AEC  :  donc  elles  con- 
courent en  an  point  L; 
et,  1  cause  des  qua- 
drilatères inscriptibles 
HCGE,HEAI,A1CG. 
on  a 

LC.LG  =  LB.LE 
=  LA .  Ll. 

Par  conséquent,  le 
point  de  rencontre  L 
des  hauteurs  du  |rian- 
glc  AEC  appartient  aui 
ascs  radicaux  des  eîi^ 
conférences  CD,  HE, 
AF,  prises  deux  A  deux. 
De  même ,  ht  poinit  de  rencontre  M ,  N ,  P,  relatifs  aux  trian- 
gles ABD,  DEF,  BCF,  appartiennent,  chacun ,  aux  mêmes  axes 
radicaux;  donc  ceux-ci  sont  confondus  en  une  seule  droite 
LMNP  (*). 


Les  points  de  reiiamlre  det  hauteurs  des  triangles  détermitiês 
par  les  cotés  d'un  quadrilatère  comptet  sont  situés  sur  une  même 
droite. 

Ce  théorème  est  compris  dans  celui  que  nous  venons  de  dé- 
montrer. 


Dans  tout  quadrilatère  complet,  les  milieux  0, 0',  O"  des  trois 
diagonales  sont  en  ligne  droite. 


(')  SI  les  points  H,  N,  P  poavaicnl  coïncider  avec  L,  on  devrait  jeote- 
ment  coodure,  comme  dans  le  théorème  prêchent,  qac  le  point  L  est  le 
centré  radical  de»  trois  circonrérencet. 
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En  effet,  les  trois  lignes  des  centres  00',  O'O",  O'O  sont 
perpendiculaires  à  Taxe  radical  commun  LMNP  ;  donc  elles  coïn- 
cident en  direction. 

Remarques. —  L  Ce  théorème  peut  être  démontré  directement. 

II.  Les  points  0,  0',  0"  étant  les  milieux  respectifs  des  droites 
BE,  CD,  AF,  il  s'ensuit  que  la  droite  des  centres  est  un  axe  des 
moyennes  distances,  relativement  aux  six  sommets  A,  B,C,D,  K. 
F  du  quadrilatère  (*). 

Théorème  I«l. 

Si,  d'un  point  quelconque  0,  on  mène  des  droites  aux  sommets 
d'un  quadrilatère  ABCD  et  des  perpendiculaires  à  ces  droites  : 

1°  Les  points  oii  la  perpendiculaire  répondant  à  un  sommet 
coupe  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  trois  autres  som- 
mets sont,  trois  à  trois,  sur  quatre  droites  aa"a"',  bb'b'",  cc'c", 
d'd"d'"; 

2**  Ces  qiAatre  droites  concourent  en  un  même  point  I. 

La  première  partie  de  la  proposition  a  été  démontrée  ci-dessus 
(Th.  XXVII). 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  se  déduit  du  Théorème  XLIX, 
par  le  moyen  des  polaires  réciproques.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  développer  la  démonstration. 


Théorèaïc  lill 


Dans  tout  quadrilatère  complet,  chacune  des  diagonales  est 
partagée  harmoniquement  par  les  deux  autres. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère,  dont  les  trois  diagonales  sont  AC, 
BD,  EF.  Pour  démontrer  que  la  diagonale  EF,  par  exemple,  est 


(*)  Les  démonstrations  précédentes  (Th.  XLVIII,  XLIX,   L)  ont  été 
données  par  M. Mention  [Nouvelles  Annotes  de  Mathématiques,  tome  XI). 
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partagée  harmoniquemeni  aux  points  G,  H,  par  les  prolonge- 
menls  des  deux  autres 
diagonales,  il  suffit  d'ob- 
server que,  dans  le  triangle 
AEF,  AH,  DE,  FB,  sont 
trois  transversales,  menées 
des  sommets,  à  un  mémo 
pointe.  Donc  (TIi.XVI, 
Rem.  IV)  DBG  et  AC!I 
partagent  harmoniquement  £F. 

De  même,  dans  le  triangle  ABD,  CB,  CA,  BD  sont  trois  trans- 
versales issues  d'un  même  point  C.  ;  donc  la  base  BD  est  partagée 
harmoniquemeni  par  les  droites  CA ,  EF,  aux  points  I,  G. 

Enfin,  dans  le  triangle  ABC,  DA,  D6,  DC  sont  trois  trans- 
versales issues  d'un  même  point  D;  donc  la  base  AC  est  partagée 
burmoniquement  par  la  transversale  UB  et  par  la  droite  EF. 


Dans  tout  (juadniatère  inscrit  ABCD,  le  point  de  rencontre  I 
des  dia'jonaks  AC,  BD,  et  les  points  de  concmrs  P,  Q  des  colét 
opposés,  forment  un  triangle  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du 
côté  opposé. 

Menons  la  droite  PQ  :  cette  ligne  forme,  avec  PA,  PD,  PI, 

' un  faisceau  liarmonique  (Tb.  LU); 

donc  la  corde  AD  est  partagée  bar- 
moniquemenl  aux  points  Q,E.  Pour 
la  même  raison ,  la  corde  CB  est 
partagée  harmoniquement  aux  points 
Q,  F.  Les  points  E,  F,  conjugués 
harmonique  du  point  Q,  appartien- 
nenl  à  la  polaire  de  ce  point  (Th. 
XXV).  Cette  polaire  est  donc  PI. 

De  même,  la  droite  QI  a  pour 
p6le  le  point  P. 
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Quant  &  la  droite  PQ,  elle  a  pour  pôle  le  point  I,  intersection 
de  QI,  polaire  de  P,  et  de  PI,  polaire  de  Q. 

Eemarqwe.  Si  les  droites  AD,  BC  loument  autour  du  point  Q , 
les  points  I ,  P  se  déplacent ,  mois  la  droite  PI  reste  fixe,  attendu 
(|u'elle  est  la  polaire  du  point  Q.  On  conclut,  de  cette  remarque, 
le  mojcn  de  construire,  avec  ta  régie,  la  polaire  d'tin  point. 


VhéorèMic  LIV. 

Dan»  tout  quadrilatère  complet  circotmcrit  ABCD,  chacune  des 
diagonales  est  la  polaire  du  point  d'intersection  des  deux  autres. 

Soient  G,  H,  I,  K  les  points  de  contact  des  eôlcs  du  (juadrila- 
tcre  avec  la  circonférence  in- 
^c^te,  Construisons  le  quadri- 
latère complet  ayant  ics  points 
pour  sommets. 

D'après  le  tliéorènie  précè- 
dent, la  droite  MN,  qui  joint  le 
point  de  rencontre  des  diago- 
nales Gl,  Kll  avec  le  point  de 
concours  des  côtés  opposés  IH, 
KG,  est  la  polaire  du  point  L  où 
se  coupent  les  côtés  opposés  GH,  IK.  Mais,  d'un  autre  côté,  les 
sommets  B,  D  du  quadrilatère  circonscrit  sont  les  |>ôles  des  cordes 
de  contact  GH,  IK  :  donc  la  diagonale  BD  est  la  polaire  du  point 
L;  c'est-à-dire  que  les  quatre  points  B,  D,N,  M  sont  en  ligne 
droite. 

Pour  la  même  raison ,  les  points  A ,  C ,  L ,  N  sont  eu  ligne 
droite  ;  et  il  en  est  de  même  des  points  E,  F,  L,  M. 

En  outre,  les  points  où  ces  droites  se  coupent  deux  à  deux  sont 
L,  N,  M.  Donc  le  point  L,  intersection  des  diagonales  AC,  EF,  a 
pour  polaire  la  diagonale  BD  ;  etc. 
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ThéArène  LV. 

Si  deux  quadrilatère»  sont  l'un  imcrit  et  l'autre  circonscrit  à 
un  même  cercle ,  de  manière  que  les  sotnmeis  du  premier  soient 
les  points  de  contact  des  côtés  du  second  :  1°  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  de  ces  quadrilatères  sont  situés  sur  une  même 
droite;  ^  les  diagonales  du  quadrilatère  inscrit  et  celles  du  qua~ 
drilalére  circonscrit  se  coupent  en  un  même  point,  pote  de  cette 
droite;  Z°  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit  sont  situés  sur  tes  ^agonalet  du  quadrilatère  circon- 
scrit. 

La  dûmonstralion  de  ce  (liéoième  est  renfermée  dans  celle  qui 
précède. 

Th*«rène  LVI. 

Si  une  première  droite  EF  partage  proportionneltemetil  deux 
côtés  opposés  AB,  CD  d'un  quadrilatère  ABCD,  et  qu'une  seconde 
droite  GH  partage  proportionnellement  les  deux  autres  côtés,  cita- 
ame  de  ces  droites  est  divisée,  par  l'autre ,  dans  le  même  rapport 
que  les  cotés  qui  déterminent  celles<i. 

Par  le  point  E,  menons  CED'  parallèle  à  CD  ;  menons  ensuite, 
parallèlement  à  ËF,  les  droites  DD', 
HH-,  ce,  GG';  enHn,  lirons  AD'  et 
BC. 

Nous  avons,  par  hypothèse, 
\E       DF 

1{ë"^cf' 

d'où,  à  cause  des  parallèles, 
AE       DE 


ainsi  [G-,  31 3],  les  triangles  AED',  BEC  sont  semblables,  et  leurs 
côtés  homologues  AD',  BC  sont  parallèles. 
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Nous  avons  aussi,  par  hypothèse, 


AH'       D'H' 

M  résulte,  de  celte  proportion,  que  les  points  H',  E,  G'  sont  en 
ligne  droite.  Donc 

EIT      AE 

EG'  ™  BE  ' 
Mais  HGH'G'  est  un  parallélogramme  ;  donc  aussi 
IH  _  AE       DE 

ïg~m'^cf" 

On  prouverait,  de  la  même  manière,  que 
]E      AH  _  BG 
IF  ""  Ï)H  ""  CG  ' 
CoHOLUiBES.  —  I.  Si  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sont 

divisés  proportionnellement  par  les  droites  EF,  E'F',  E"F", 

et  que  chacune  de  ces  droites  soit  divisée  dans  un  rapport  donné, 
le  lien  des  points  de  division  I,  1',  I  ", ...  est  une  ligne  droite. 
II.  Si  une  droite  mobile  CD  délermiup,sur  deux  droites  données 

IAx,  B//,  et  à  partir  de  deux 
points  fixes  A,  B,  des  seg- 
ments AC,  BD  dont  te  rap- 
port soit  donné;  si,  de  plus, 
un  point  M  divise,  dans  vn 
rapport  dofiné,  la  droite  CD, 
U  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite  ("). 
Remarques.  —  I.  0  étant  le  sommet  de  l'angle  formé  par  les 


('}  NiWTOH,  Principes  Matliimaliqun  ;  traduction  de  H'»'  da  Ch>!>l«llet. 
Livre  I,  l«nime  XXIII. 


t«  THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

droites  Ax,  By,  prenons  sur  Ax  une  djsunce  AG  quatrième  pro- 
poriionoelle  à  BD,  AC  et  BO:  OG,  c'est-A-dire  Ox,  sera  une 
position  de  ta  droite  mobile  DC.  Si  donc  R  est  le  point  ofi  la 
droite  MR,  déerite  par  te  point  M,  vient  couper  Ox,  nous  aurons 

GR  _  CM 

OR  ""  mi  ' 

De  même,  le  point  S,  où  MR  reneontre  0^,  est  déterminé  par 
les  proportions 

AO       OC       ^_I>H 

bh^bd'    os~cm' 

II.  Si  l'on  suppose 

BC  _         CM 
ÂD^*'     DM""' 
on  trouve  aisément ,  à  cause  des  relations  précédentes , 
_       A.«  +  BO.J       „„       AR 


I  +A  J 

Ces  formules  donnent  lieu  à  une  intéressante  discussion. 


Par  le  centre  O  d'une  circonférence  inscrite  à  un  angle  xAy,  on 
éléie  In  perpendiculaire  BC 
à  la  bistecirice  AO ,  et  l'on 
mène  ensuite  une  tangente 
quelconque  DE  ;  ces  deux 
droites  déterminent,  sur  les 
côtés  de  l'angle,  des  segments 
BD,  CE  dont  le  rectangle  est 
constant. 

Tirons  les  droites  OD, 
CE:  il  en  résulte  deux  tri- 
angles OBD,OCE  équiangles 
entre  eux. 


DR  GÊOHËTRIE  ÉLÉHEETTAIBE. 

Ed  effet, 

OBD  =  l'-i-(A  =  OCE, 
l 

BOD=ABO  — 4D=1''  — tA  — JD  =  iE. 

La  comparaison  des  cdlés  homologues  donne  ensuite 


Remarque.  Sur  la  ligure,  le  cercle  0  csl  inscrit  au  triangle 
ADE;  mais  la  démonstration  et  le  théorème  subsistent  quand  le 
cercle  est  ex-in«cn'f. 

Tké«r*niC  I.TIII. 

Let  segments  déterminés  sur  deux  côtés  opposé»  d'un  quadrila- 
tère circonscrit,  par  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de 
rangle  formé  par  ces  cotés,  sont  inversement  proportionnels. 


On  n,  par 
précédent, 

le  ihéurèmc 

AE.DF 

=ôr. 

BE.CF 

=  0^; 

donc 

6E  ° 

CF 

'df 

ThésrèBie  ■.■«. 


Dans  tout  quadrilatère  drcoimrit,  la  droite  MN ,  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales,  passepar  le  centre  du  cercle  ('). 


(•)  Ce  bcan  théorème,  qui  subsiste  pour  toute  conique,  csl  dû  à  Newton 
[Prmeipf  Maltiimaiiquet,  Liïre  I,  Umme  XXV,  CorolUirc  S). 
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D'après  le  Théorème  LVI,  la  droite  MN  divise  en  deux  parties 
égales  toutes  les  droites,  telles  qiK 
EF,  satisfaisaot  à  la  condition 

AE      CP 


Or  te  diamètre  EOF  est  l'une  de 
ces  droites  (Th.  LVII)  ;  donc,  ele.  (*). 


Dans  tout  quadrilatère  circomcrit  ABCD  : 

1"  La  droite  MiV,  qui  joint  les  milieux  M,  N  des  diagonales 
AC ,  BD,  divise,  en  segments  inversement  fyroportionnels,  les  cotés 
opposés  ; 


2*  La  partie  de  cette  droite,  comprise  entre  deux  cotés  opposés, 

{')  Cette  démonstration  du  Théorème  de  Newion,  remarquable  par  li 
simjilicité,  ett  celle  qui  a  été  donnée  par  l'immortel  créateur  de  la  Hécanïqae 
céleste.  Il  en  existe  un  grand  nombre  d'aulrea  (Voyez  les  annale*  de  Cer- 
jrOHiw,  t.  Xill:  \ea  ffoavellet  Annaltt  di-  Mathémaiiqnn ,  t.  I  et  III,  etc.). 
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■ 

est  partagée^  par  le  centre  du  cercle  inscrit^  propùrtionnellement 
à  ces  côtés  ; 

3**  Les  segments  de  la  droite  MN,  déterminés  par  l'une  des  dia- 
gonales et  par  les  côtés ,  sont  en  proportion. 

Les  diverses  parties  de  ce  théorème  sont  exprimées  par  les 
relations 

AP_OR       AS_CQ 
BP~DR'     DS""BQ' 

OP_AB       QO_BC 
RO  ""  CD  '     80  ""  AD  ' 

HP       MR       NP       NR 


MQ       MS'     NQ       NS' 

Elles  se  déduisent,  presque  immédiatement^des  Théorèmes  LU 
et  LV.  Pour  abréger,  nous  omettons  les  démonstrations  :  elles 
ne  sauraient  embarrasser  le  lecteur. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  dont  les  diagonales  sont  rectan- 
gulaires, la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  opposés  est  équiva- 
lente au  carré  du  diamètre. 

L*angle  E  étant  droit,  la  somme  des  ares  AB,  CD  est  égale  à 

une  demi-circonférence  [G.f  190].  Donc,  si 
Ton  trace  le  diamètre  BOF,  les  arcs  AF ,  CD 
seront  égaux;  et,  en  conséquence,  AF  =  CD; 
puis 

ÂB*-4-CD*  =  ÂB*-*-aF'  =  W\ 

CoROLLAiRB.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit, 

dont  les  diagonales  sont  rectangulaires,  la 

somme  des  carrés  des  côtés  est  équivalente  à  huit  fois  le  carré  du 

rayon. 

9 


Lm  tomwu  des  emrrn  ée  itmx  €ar4a  prrfemékmiaint  AC,  BD, 
est  igmk  à  hmit  fais  k  tmrré  dm  rmfom ,  wtoims  ^malre  /où  U  carré 
dt  lm  ditUma  OC  dm  emtn  «■  poimt  é'imlentttiam  des  cordes. 

Soient  G,  H  les  miliem  de  AC,  BD.  D'après  do  théorème 
(oonii  'fi^  375^  : 

=  Ai*-».  K*-*-  <S'+  DÂ*—  *.  Cil'; 
M,  |»r  le  théorème  prêeédnt. 

Mus,  éridemiDeot,  la  fignre  OGEH  est 
OD  recttogle;  dooe  Gfl  =  OE;  et  enfin 


Stnt  AP  /'une  de»  hattUMn  d'un  trintgU  ABC  5i  /'on  profetU 
le  point  P  sur  Us  côtés  AB,  AC,  en  D,E,  et  que  Ton  trot*  la 
droite  DE,  oit  aura 

DB_AP 

BC^MÏ* 

R  élmtt  U  rayon  du  cercU  cireonscriL 

Menons  le  diamètre  AOG,  puis 

lescordesBG.CG. 

Les  angles  ABP.  AGC.  inscriu 
au  même  segmeut,  sont  égaux; 
donc  les  iriangles  rectangles  ABP, 
AGC  sont  semblables.  Et  comme 
ABP  est  semblable  à  ADP,  ce 
dernier  triangle  est  semblable  à 
AGC.  Pour  la  même  raison,  les 
triangles  rectangles  APE,  AGB  sont 
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semblables.  Donc   les   quadrilatères  ADPE,   AC6B   le  sont 
ausssi  (*). 

La  comparaison  des  diagonales  homologues  donne,  par  consé- 
quent, 

DE_AP 

BC  ""  AG  ' 

Remarques.  —  I.   T   désignant  Taire   du    triangle,  on    a 

BC.AP  =  2T.  Donc 

T 
DE  — -; 
R 

expression  fort  simple. 

IL  La  construction  précédente,  appliquée  à  chacune  des  hau- 
teurs du  triangle,  donne  trois  droites  analogues  à  DE  :  ces  trois 
droites  sont  égaks* 

IIL  Soit  M  le  point  où  DE  coupe  A6.  Les  angles  EAM,  BAP, 
compléments  d'angles  égaux  sont  égaux.  De  plus,  AEM  =  ABP. 
Conséquemment,  la  droite  DE  est  perpendiculaire  au  diamètre 
A6. 

Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  précédenty 
les  distances  des  points  A ,  P,  à  ia  droite  DE,  sont  données  par 
les  formules 

SR'  SR 

l"*  Dans  les  triangles  semblables  ADE,  ACB,  les  hauteurs 
sont  proportionnelles  aux  bases  : 

AM      DE 
AP  ""bC' 


(*)  Si  Ton  considère  Tordre  dans  lequel  sont  disposes  les  éléments  de 
diaqne  figure,  on  voit  que  la  similitude  est  ifwerse. 
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Donc  (Th.  LXIII), 

AM_AP 

ÏP  ""2R' 

^  Prolongeons  AP  jusqu'à  sa  rencontre,en  H»  avec  la  circon- 
férence. A  cause  de  Tégalité  des  angles  BAH,  C AG,  les  arcs  BH, 
C6  sont  égaux  ;  et  le  triangle  BHG ,  égal  à  CGB,  est  semblable 
à  DPE.  Gonséquemment  y 

PN  _  DE       AP 

PH'^BC  ™2R' 

puis 

PH.AP       BP.CP 

~     2R     ~     2R     * 

RemarqtAes.  —  I.  On  conclut,  des  valeurs  de  AM,  PN  : 

âpV  PH.AP 

AM  +  PN  = — , 

2R 

ou 

AP.AH 


AM  4-  PN  = 


2R 

En  effet 9  les  quadrilatères  ADPE,  ACGB  étant  semblables,  les 
sommes  AM  -i-  PN,  AH,  de  droites  homologuesj  sont  proportion- 
nelles aux  droites  homologues  AP,  AG. 

II.  Si,  le  point  P  et  la  circonférence  0  restant  Gxes,  on  fait 
tourner  BC  autour  de  P,  de  manière  que  ce  point  soit,  à  chaque 
instant,  la  projection  du  sommet  variable  A ,  la  dislance  PN  ne 
changera  pas.  Ainsi,  la  droite  DE  estj  constamment ^  tangente  à 
une  circonférence  ayant  P  pour  centre. 

Soient  AP,  BQ,  CR  les  hauteurs  d'un  triangle  ABC.  On  projette 
diacun  des  points  P,  Q,  R  sur  les  deux  côtés  opposés,  en  D  el  E, 
F  et  G,  H  et  K.  L'hexagone  DGHEFK,  inscrit  au  triangle  ABC, 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1®  Les  diagonales  DE,  FG,  HK,  qui  joignent  les  sommets 
opposés,  sont  égales; 


DE  GÉOBÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE.  135 

2"  Leê  côtés  opposé»  sont  parallèles  ; 
3*  Les  sommets  appartiennent  à  une  même  circonférence; 
4"  En  outre,  cette  drcmférence  est  concentrique  avec  le  cercle 
inscrit  au  triangle  «Py,  formé  par  les  diagonales. 

i'  Celte  propriété  a  été  démontrée  ci-dessus  (Th.  LXIII, 
Rem.  11). 

2*  Les  triangles 
rectangles  BQA.QGA, 
CRA,  RHA  sont  sem- 
blables ;  donc 


AC 

AQ° 

_AQ 
AB 

A» 

~AC' 

AH 

AR 

AQ 

AB  ' 

~  AC 

AB' 

et 

,  par  conséquent. 

ah" 

AB 

Ainsi, 

3- 

donc 

,  la  droite  GH 
Les  triangles 

eu  pamlUle  au  coté  BC. 
ADE,  ABC  sonl  semblables 

(Th. 

LXIII)  ; 

a»,fe 

ADE  «  angle 

ACB  — anglt 

!AHG 

et  te  quadrilatère  DEHG  est  inscriptible. 

Le  même  raisonnement  est  applicable  aux  autres  parties  de  la 
Ggure;  ainsi  déjà  : 

Les  points  D,  E,  H,  G  sont  sur  une  circonférence  ; 

—  —    D,  G,  K,  F  —  — 

—  —    F,K,E,H  —  — 

Le  trapèze  KFGH,  dont  les  diagonales  sonl  égales  (1°),  est 
inscriptible.  Donc  la  circonférence  KFEH  contient  te  point  G.  De 


AG  =  ABcos'A,     AH  =  ACcos'A. 
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même,  la  circonférence  DKFG,  qui  coïncide  avec  KFEHG,  con- 
tient le  sommel  D. 

En  résumé,  ki  six  pointi  U,  G,  H,  E,  F,  K  sont  situes  sur  vne 
même  circonférence. 

i'  Si,  par  le  point  a,  intersection  des  diagonales  FG,  HK,  on 
mène  une  perpendiculaire  à  BC,  celle  droite  (*),  bissectrice  de 
l'angle  GaH,  serait,  relativement  au  tr^èxe  iiucéte  FGHK,  on 
axe  de  aymétrie  :  elle  contient  donc  le  centre  de  la  Gircoti/ifretioe 
des  six  pointé.  De  même  pour  les  bissectrices  des  angles  P,  y* 


Dam  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD,  les  distances  MP,  MQ, 
du  point  d'intersection  des  diagonales,  à 
deux  côtés  opposés  AB,  CD,  sont  propor- 
tionnelles à  ces  cotés. 

Les  triangles  AMB,  DMC,  évidemment 
équiangles  entre  eux,  sont  semblables; 
donc  les  hauteurs  MP,  MQ  sont  propor- 
tionnelles aux  bases  AB ,  CD. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  ABCD,  dont  les  diagonales  iohI 
rectangulaires,  la  distance  CE  du  centre,  à  un  côté  AB ,  égaie  la 
moitié  du  côté  opposé  (**). 

Soit  M  rinterseciion  des  diagonales.  La  droite  OE ,  pei^ndi- 
culaire  au  milieu  de  AB,  est  parallèle  k  ta  droite  qui  joint  lu 
point  M  au  milieu  F  de  CD  (Liv.  II,  Th.  XII).  De  même,  OF, 


<'}  Non  tracée. 

('*)  SiKG»r,  fiouvellet  Am 
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perpeadiculaire  au  milieu  de  CD,  est  parallèle  à  ME.  Donc 
MEOF  est  un  parallélogramme;  et,  en 
conséquence , 

OE  =  MF=iCÏ). 

CoHOLLAiBE.  Si  t'on  mène  le  rayon 
OB,  on  a 

I  ÔB*=OB'+ËB'=i{CDVÀB'); 

ou ,  en  désignant  par  R  le  rayon ,  ei  par 
a,  c  les  cdiés  ÂB,  CD  : 


relation  connue  (Th.  LXI). 

Remarques.  —  I.  Dont  le  pentagone  OEBCF  :  1'  les  angle»  E, 
Fionldroit»;  i'  le»  côtéi  BE,OF mnt  égaux;^* leseotét  CF,OE 
lont  égaux;  4*  les  diagonale»  OB,  OC  sont  égalea. 

11.  Dans  le  parallélogramme  MEOF,  soil  1  le  milieu  commun 
des  diagonales  OM ,  EF.  On  a 

0ëV  ÔF'=  2Ë1*+2MÎ*, 
ou 

i  (cdV  âb*)  =  lîï  V  i  ôH'î 

ou ,  par  le  ihéorème  qui  vient  d'être  rappelé  ; 

ËF  =  2R*— P, 

/  étant  la  distance  du  point  M  au  centre  0.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 


Si  le  quadrilatère  ABCD  se  déforme,  en  tournant  autour  du 
point  fixe  M,  de  manière  que  les  diagonale»  AC,  BD,  supposées 
rectangulaire»,  se  croisent  constamment  e»  ce  point  M  :  1°  tes 
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milieux  des  quatre  côléa  décrivent  une  circonférence  ayant  son 
centre  au  miiteu  I  de  MO;  3"  cAoçtie  médiane,  telie  que  EF, 
eit  un  diamètre  de  cette  circonférence;  3°  le  rayon  R'  de  celle-â 
est  donné  par  la  formule 

4R'»=âR»— MÔ'C). 


TbéarèBW  LXix. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit,  dont  les  diagonaleê  sont 
rerJangulaires.  Si  l'on  projette,  sur  les  côtés,  l'intersection  M  des 
diagonales,  et  qu'on  prolonge  chaque  droite  de  projection  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  le  côté  opposé  au  côté  perpendiculaire  à  cette 
droite  .-  1°  les  huit  points  ainsi  obtenus  appartiennent  à  une 
même  circonférence;  2*  le  centre  et  le  rayon  de  celte  circonférence 
dépendent,  uniquement,  de  la  circonférence  ABCD  et  de  la  poti~ 
lion  du  point  M. 

1'  Soîl  PMP'  perpendiculaire  à  AB,  cl  QMQ'  perpendiculaire  à 
CD.  D'après  le  Théorème  de  Bralime- 
gupta  (Liv.  Il, Th.  XII),  les  points  P', 
Q'  sonl,  respectivemeni,  les  milieux 
de  CD,  AB.  Ainsi  les  quatre  points 
P>  Qi  P'i  Q'  appartiennent  &  la  circon- 
férence décrite  sur  la  médiane  P'Q' 
comme  diamètre.  Un  autre  diamètre 
est  la  médiane  R'S'  (Th.  LXVIII); 
donc  la  circonrérence  PQP'Q'  con- 
tient les  quatre  points  R,  S,  R',  S'. 
2"  Quand  les  diagonales  AC,  BD  tournent  autour  de  M,  le 

centre  I  et  le  rayon  R'  de  la  circonférence  des  huit  points  resteot 

constants  (Th.  LXVIII). 


{')  Si  l'oa  suppose  que  A,  B,  C,  D  soient  des  masses  ëtcales,  se  roouTBDt 
comme  il  vient  d'ftrc  dit,  il  résulte,  de  ce  théorème ,  que  te  emlre  de  gravité 
dciquatre  masitt  at  imiatiable. 
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Soit  ABCD  un  qtiadrilatère  itucrit,  dont  le»  diagonales  sont 

rectangulairei.  Si  l'on  projette,  tur  les  côtés,  l'intersection  M  des 

diagonales,  tes  projections  A',  B',  C,  D'  sont  les  sommets  d'un 

quadrilatère  circonscripiible  et  inscriptibk. 

\'  Les  sommets  A',  B',  C,  D' apparlienncnt  à  la  circonférence 

des  huit  points  (Tli.L!XIX);donc, 

le  quadrilatère  est  inscriptible. 

2~  Du  poinl  M, abaissons, sur 
les  quatre  côtés,  les  perpcodi- 
culnircs  MP,  MQ,  HR,  MS.  Nous 
aurons  (Th.  LXIV) 

3R 

Ainsi,  le  quadrihlère  est  cir- 
conscrit à  la  circonférence  décrite 
du  point  M  comme  centre,  atec  r'  pour  rayon  (*). 

Remarques.  —  I.  D'après  la  valeur  de  r',  si  les  droites  PM , 

QM,  RM,  SM  sont  prolongées  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent,  en  P', 

Q',  R',  S'  la  circonférence  (")  décrite  du  point  M  comme  centre, 

avec  r'  pour  rayon,  les  quadrilatères  APCP',  BQDQ',  CRAR', 

'  DSBD'  sont  inscriptibles. 

II.  Les  circonférences  circonscrites  à  ces  quadrilatères  sont 
égales  entre  elles.  La  valeur  commune  de  leurs  rayons  est 
R  +  ;  r'.  Deux  d'entre  elles  sont  symétriques  relativement  à 
la  corde  commune  AC,  et  les  deux  autres,  symétriques  par  rap- 
port à  la  corde  commune  BD.  Enfin ,  à  cause  des  angles  droits 
en  P,  Q,  B,  S,  A'B'  touche,  au  point  P,  la  circonrércnce  PP'; 
B'C  touche,  au  point  Q,  la  circonférence  QQ';  etc. 

(')  Od  arrive  à  la  mime  conséquence  en  démontrant  <]uc  les  rayons  A'H, 
B'H , ...  soDt  les  bissectrices  des  angles  A',  B',  .-> 
(")  Non  représentée  sur  la  figure. 
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III.  Le  Théorème  LXIV  donne 

AC.BM 
A'B'=— — •. 

m 

IV.  Si  l*on  désigne  par  a,  (3,  y,  d  les  segments  AM,  BM,  CM, 
DM  des  diagonales  données  ^  et  par  a',  6^  c',  d'  les  côtés  A'B', 
B'C,  CD',  D'A',  on  aura,  d*après  la  relation  précédente  : 

2R      '  2R      '  2R     '  2R 

V.  Il  résulte,  de  ces  valeurs, 

ce  qui  doit  être  [G.,  196]. 

Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  tfiéorème  précédent^ 
les  quadrilatères  ABGD,  A'B'G'D'  sont  entre  eux  comme  les 
rayons  R,  r'. 

Soient  Q,  Q'  les  aires  des  deux  figures.  On  a 

Q  =  2(«-*-r)(l3-^^). 

Q  =-(«  -♦-  ^  -4-  c  -♦-  o)r  = r  ; 

donc 

Q'       r'* 


St  Ton  /om^  les  sommets  A ,  B ,  C  d'un  triangle  à  un  point 
intérieur  0,  par  les  droites  AOA',  BOB',  COC,  on  a 

OA'      0£      OC 
ÂA^  "*■  BB'  "*■  ce  ~ 

Les  triangles  BAC,  BOC,  qui  ont  même  base  BC,  sont  entre 
eux  comme  leurs  hauteurs,  ou,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  voir, 
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comme  les  droites  AA',  OA'  [G.,  346,  356J.  Ainsi 
BOC      OA' 
BÂC"ÂÂ'' 
De  même, 

AOC  _  OB'        AOB       OC 

ÂBC~BB''    Hcé^œ' 

Ces  proportions  donnent 
OA'  OB'  OC'  BOC  -t-  AOC  -4-  AOB 
AA'  "^BB'  ""ce  ^  ABC  ""  *' 

Soient,  sur  le  coté  AB  d'un  triangle  ABC,  D,  P,  F,  P*  te» 
points  de  contact  du  cercle  intcril 
el  des  cercles  ex-in»crits  :  la  somme 
des  carrés  des  distances  du  sommet 
A,  à  ces  quatre  points,  est  égale  à 
la  somme  des  carrés  des  côtés. 

Si  l'on  se  reporte  au  Théorème 
XX  (Liv.  Il),  on  voit  que 
\D  =  p  —  a,   AP"i=BD=.p-6, 
AP'  =  BP  =  p  — c,  APs-;). 

Or, 

(p  —  «)*  +  (P  —  fr)*  +  (p  —  c}'  +  p' 

=  4^"— 2p.ap-t-a*+  fc'+c', 
ou 
(|>  —  a)»  +  {p  —  6)' +  (p  ~  c)' +  p' =  tt' +  6* -+- c*  {■). 

Reharqiib.  Si  l'on  prend,  sur 

I  une  droite  AB,  deux  points  quel~ 

conques  M,  N  (**),  on  a,  entre 

(*)  CeUe  id€nlité  est  applicalile  ï  la  Théorie  des  nombres. 
(")  Moyennant  certaines  restrictions,  ces  points  peavent  élrc  situés  sur 
les  prolongements  de  la  droite. 
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r  tix  diêtmee»  AM,  API,  AB,  MN,  HB,  NB,  la  relation 
aH*+  SS'-f-  Bri*+  ^6*=  Âir+  Bïr+  (AH  -*-  Wff. 


Si  d'un  point  0,  prii  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  on 
abaîtte  des  perpendiculaires  «tir  les  trois  cotés,  on  détermine  sir 
segments  tels ,  que  ta  somme  des  carrés  de  trois  d'entre  eux,  qui 
H'onl pas  d'extrémités  communes,est  égale  à  la  somme  des  cairès 
des  trois  autres. 

Menons  OA,  OB,  OC  .-nous  aurons. 
h  cause  des  irîangles  rectangles , 

ÔTV  rB*=()(7*+  clT, 

ÔB'*+  Fr,*=  01^+  Â^', 

ÔC*+  ca'=ôb^-*.bv*. 

Donc,  en  ajoutant,  cl  en  supprimant  les  termes  égaux, 

Tb*-*-  bxV  cV=âb'V  bc'V  ca*. 

Remarques.  —  I.  Si  l'on  représente  para,  b,  c  les  c6tés  BC, 
CA ,  AB,  et  par  «,  p,  y  les  segments  BA',  CB',  AC,  obtenus  en 
faisant  le  tour  de  la  figure,  dans  le  sens  indiqué,  on  peut  écrire 
ainsi  l'égalité  précédente. 

a« +  6p  + ty  =  l(a'  +  6'  +  c') (1) 

11.  Tout  segment  doit  élrc 
considéré  comme  positif  ou 
comme  négatif,  selon  qu'il  est 
dirigé  dans  le  même  sens  que  la 
flécJie,  ou  dans  le  sens  opposé. 
Considérons,  par  exemple, 
la  disposition  indiquée  sur  la 
figure  ci-jointe. 
On  a  toujours 

A3V  BX'-i- C*A' 
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Mais 

CA'  =  a  — a,     B'A  =  6  — p,    C'B«c-4-y; 
donc 

*'-^  P*  +  r'  =  (a- a)'  +  (6-p)«  +  (c  +  y)«; 

OU,  après  réduction , 

aaH-6p  — cr«:i(a«-+-6«H-r») (2) 

La  vérification  est  aussi  facile  dans  les  autres  cas. 

III.  La  réciproque  du  théorème  est  vraie;  c'est-à-dire  que,  si 
les  segments  a,  (3,  y  satisfont  à  Ut  relation  (1),  A',  B',  C  sont  les 
projections  d'un  même  point  0. 


Théorème  I«l^Xir. 

Si  l'on  joint  le  sommet  A  d'un  triangle,  à  un  point  quelœnque 
M  de  la  base  BG,  on  a 

Ïb\  cm  +  ÂC'.  BM  =  (ÂM*+  BM .  CM) .  BC  f). 

Abaissons  AD  perpendiculaire  surXC;  nous  aurons,  dans  le 

triangle  AMB  [G.,  269] , 

ÂB  =  ÂmV  BM*—  3BM.MD; 


et,  dans  le  triangle  AMC, 


AC^=  AM  +  CMV  2CM.MD. 

AGn  d'obtenir  une  relation  indépendante  de  MD,  multiplions 
AB  par  CM ,  AC  par  BM ,  et  ajoutons  ;  il  vient 

ÂB*.  CM  H-  AC\  BM  =  ÂM*.  BC  -*-  M*.  CM  -f-  CM*.  BM  ; 
ou,  en  simplifiant, 

Ïb'.CM  +  aC*.  BM  =  AM*.  BC  +  CM . BM .  BC. 


O  Théorème  d'Ealcr. 


1«9  latOBiMES  ET  FMH.iMES 

Bemuiqmi.  —  I.  Si  le  point  M  est  le  miliea  de BC»  h  rebfion 
préeédeme  defieot 

Cdle-^  exprime  on  ihéorème  eoono  [6^  971]. 
II.  Si  b  droite  AM  est  bisseetriœ  de  Fangle  A,  on  a 

BM   CM     BC 


AB   AC   AB  -H  AC 
d'où 


[«-.«5J; 


^    BC  BC 

=  AB-— -.  CM^rAC- 


AB  -H  AC  AB  -«-  AC 

Ces  Talenfs,  sobstittiées  dans  le  premier  membre  de  la  relation 
générale,  donnent 

BC 
(ÂB*.AC-»-ÂÏ?.AB)— — — =(Âii*+BM.CM)BC; 

d*où 

XM*=AB.AC  — BM.Cll. 

Ainsi  9  dam  tout  ùrianglef  le  carré  d'une  bissecirice  est  équiva- 
Uni  au  rectangle  de$  cotés  adjacents,  diminué  du  reciangle  des 
segments  déterminés,  sur  le  troisième  côté^parla  bit 


UL    Ce   dernier    théorème   peut   être   démontré   directe» 
ment  [G.,  975]. 


Thc«rèaie  I.XX¥I. 


Dans  tout  triangle  ABC,  la  distance  d,  des  centres  de  la  circou' 
férence  inscrite  et  de  la  circonférence  circonscrite,  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  rayon  R  de  celle-ci  et  l'excès  de  ce  rayon 
sur  le  double  du  rayon  r  de  la  première  (*)î 


(*)  Relation  trouvée  par  Euler. 
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Les  droites  AI,  CI ,  bissectrices  des  angles  A ,  C,  divisent  en 
deux  parties  égales  les  arcs 
BDC,  BEA,  aux  points  D,E. 
De  là  résulte  que  la  somme 
dos  arcs  AE,  CD  est  égale  à 
l'arc  DBE;  et,  par  suite,  que 
les  angles  AIE,  DAE  sont 
égaux.  Donc  AE  =  lE. 

Le  diamètre  EOF,  du  eercle 
circonscrit,  est  perpendiculaire 
au  milieu  G  de  AB.  Conséquemment 

ÂE'  =  EF.EG, 


D'un  autre  cdté,  en  menant  f P  perpendiculaire  k  EF,  e'est-à-dire 
parallèle  à  AB,  nous  aurons 

I5'=TÊ*+  R'  —  2R(EG  +  GP); 


(P^IE  4-R'  — 2R(EG  +  r). 


■     («) 

Inégalités  (1)  et  (9),  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 
enfin 

rf"  =  R(R_2r). 

Behahque!!.  —  I.  Le  rayon  R  du  cercle  circontcrii  ne  peut  être 
moindre  çue  le  diaméh'e  du  cercle  inscrit, 

U.Si  l'on  a,  entre  les  rayons  R,  r  de  deux  cercles,et  la  distance 
d  de  leurs  centres ,  la  relation  d*  ^  B  (B  —  2r) ,  un  même 
triangle  peut  être  inscrit  au  premier  eercle,  et  circonscrit  au 
second. 

Cette  réciproque  importante  se  vérifie  aisément  au  moyen  de 
la  réduction  à  l'tUisurde. 

m.  Si  deux  cercles  sont  tels  qu'un  même  triangle  puisse  être 
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inscrit  à  Ttin  et  circonscrit  à  Vautre,  il  y  a  une  infinité  de 
triangles  qui  jouissent  de  la  même  propriété  (*). 


Vhé«rèBie  I«YXiril. 

Dans  tout  triangle  kBC,  la  distance  X,  des  centres  d'une  des  dr- 
conférences  ex'inscrites  et  de  la  circonférence  circonscrite  ^  est 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  R  de  cèUe^i  et  la  somme 
de  ce  rayon  et  du  douô/e  du  rayon  a  delà  première. 

Le  centre  l' du  cercle  ex-inscrit^  opposé  à  Tangle  A,  est  Tinter- 
section  de  la  bissectrice  AI  et  du  prolongement  de  la  corde  FC, 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  GIE  de  Tangle  C.  On  vient  de 
voir  que  les  angles  EAI ,  GIF  sont  égaux ,  donc  leurs  complé- 
ments IAF,irC  sont  égaux;  et  AF=  TF.  Enfin,  un  calcul  sem- 
blable au  précédent  conduit  à  la  relation  : 

On  en  conclut,  par  un  simple  changement  de  lettres  : 

^•  =  R(R-4-2p), 


Théorème  I.mXVill 


Dans  totU  triangle,un  côté  quelconque  est  moyen  proportionnel 
entre  la  somme  des  rayons  des  cercles  eooinscrits ,  tangents  aux 
prolongements  de  ce  côté,  et  V excès  du  rayon  du  troisième  cercle 
circonscrit,  sur  le  rayon  du  cetxle  inscrit. 


(*)  Poncelct  a  étendu  ce  théorème  au  cas  d'un  polygone  et  de  deux 
coniques  :  si  un  polygone  de  n  calés  est  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à 
une  conique,  il  y  a  une  infinité  de  polygones  satisfaisant  à  ces  deux  conditions» 
Lorsque  les  coniques  sont  des  cercles,  la  question  est  encore  assez  di£Bcile 
pour  avoir  occupé  divers  Géomètres,  parmi  lesquels  on  peut  citer  Euler, 
Fuss,  Steiner,  Jacobi  et  M.  Mention. 
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Reprenons  la  figure  et  les  notations  employées  page  46. 
La  demi-corde  CP  est  moyenne  proportionnelle  entre  A"P 
et  A'P.  Ainsi,  en  muliipliant  par  i  : 


Remarquée.  —  I.  Si  l'on  a  égard  k  la  relation 


r       .       p       r^    ■ 

d'où  résulte 

'^ 

py  -t-  y«  -*-  a? 

on  trouve 

„,         •■lP*r)' 

Pr  *  r-  -1-  "P 

ConséquemmeDl, 

si  l'on  pose 

Sr-n-«  +  .p-D', 

i4«  rmtâmÈMËS  et  wmomiMKS 

les  edlés  a^b^  c  mmi  donnés,  eo  fooeiioD  des  rayons  a,  p,  y,  ptr 
les  formules 

il.  On  en  eondul  : 

S9r  ^«  2itd 

D  D  D 

puis,  T  désignant  Taire  du  Uiangie: 


^-=0 


ou 


formule  connue  [G.,  Î89]. 


Dans  /ou/  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  com^ 
prises  entre  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  les  centres  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés,  est  égale  à  douze  fois  le  carré  du  raym 
du  cercle  circonscrit. 

D  après  les  Théorèmes  LXXVI  et  LXXVII, 

d*  -4-  i«  -^  f*«  -4-  1^  =  4R*  -♦-  M(a  ^  p  H-  y  —  r). 

Mais(Liv.  II,  Th.XXIII): 

«  -♦-  p  -I-  r  —  r  =  4R; 
donc 
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Tfeéariwe  LXXX. 


Datu  tout  iTiangle,  le  carré  de  la  distance  D,  comprise  entre  le 
centre'du  cercle  circonscrit  et  le  centre  des  moyennes  distances,  est 
égal  au  carré  du  rayon  de  ce  cercle,  moias  le  neuvième  de  la 
tomme  des  carrés  des  côtés. 

Le  Théorème  III ,  appliqué  au  (riangte  ABC ,  donne 

5R»  — ÏBVîdV  C[»V  SD*. 

Mai8(Liv.  [,Th.  II), 

S  3 

AD  =  -AA',    BD= -BB'.etc; 

donc 

âdVbd*+cd* 


De  plus  [G.,  S7I},  on  sail  que  la 
somune  des  carrés  des  médianes  est 
les  trois  quarts  de  la  somme  des  carrés  des  calés. 
Gonséquemment, 

Âï>' + "bD*  VcD*  =  -  (o*  +  6»  +  c»)  ; 


-^ 


CoROLLAiBE.  Si  H  cst  le  point  de  concours  des  hauteurs  (*), 
on  a  (Th.  V)  : 

OHb30D<=3D; 
puis 

sa*— 9R»  — (a»  +  6'  +  c^. 


(')  Non  réprimé  si 
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Ainsi,  dans  tout  triangle,  le  carré  de  la  dùtatwe  eompriiê 
entre  te  point  de  concours  des  hauteurs  et  le  centre  du  cercle  dr- 
amscrit,  est  égal  à  neuf  fois  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle ,  moins 
la  somme  des  carrés  des  côtés. 


Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  des  som~ 
mets,  au  centre  du  cercle  inscrit,  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  côtés,  augmentée  de  trois  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle 
inscrit,  et  diminuée  du  carré  du  demi-périmètre.^ 

On  a,  en  désignant  par  S  celle  somme, 

S  e=  âdVbPV  CF*+  Sr*. 
Mais(Liv.  II.Th.  XX): 

A\)  =  p  —  a,    BF^p  — fc, 
CF  =  p  — c; 
donc 

(p  _  a)i  +  (p  _  6)»  +  (p  _  c)' -•- 5r^ 

ou ,  par  une  identité  connue  (Tb. 
LXXllI)  : 

S  =  a*  -I-  6*  +  c*  -*-  3r*  -  pV 

Remarque.  Si  l'on  représente  par  T  l'aire  du  triangle,  on  s 
T  =  pr,    T»=.p(p  — o)(p  — 6)(p  — c), 

^^lp-a)lp^b)ip~c) j,.^b,^^^^_±[G.,ml 

P  .  P 

Par  conséquent , 

S  =  a'  +  A*  -»-  f*  —  4p»  +  S(6c  -I-  en  +  afc)  —  5 
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OU 

S  =  6c  -t-  ca-Ha6 —  3  —  • 

P 


Enfln,  si  Ton  emploie  la  relation 


on  trouve 


Ainsi  : 


R  =  ^[C.,M4], 


S  8=s  a6  -H  6c  -h  ca  —  i2Rr. 


Thé«rèaM  I.X1LUI. 


Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  des  som^ 
mets,  au  centre  du  cercle  inscrit,  est  égale  à  la  somme  des  rectan- 
gles des  côtés,  diminuée  de  douze  fois  le  rectangle  des  rayons  du 
cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit. 


Tlié«rèHie  LXIKXIII. 

Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  des  som- 
mets, au  centre  d'un  cercle  ex^inscrit,  est  égale  à  douze  fois  le 
rectangle  des  rayons  de  ce  cercle  et  du  cercle  circonscrit,  plus  le 
rectangle  des  côtés  adjacents  à  l'angle  auquel  est  opposé  le  cercle 
eX'inscrit ,  moins  la  somme  des  rectangles  de  chacun  de  ces  côtés 
et  du  troisième. 

Un  calcul  analogue  à  celui  qui  précède  conduit  aux  relations 

S«  «-  I2R«  -4-  6c  —  (6  -1-  c)a, 
S,  =  iSRp  -^ca  —  ic-^-  a)b, 
S,=  l2Rr  -*-  a6  —  (a  -♦-  6)c. 
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Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  douze  droites  qui 
joignent  les  sommets  aux  centres  des  cercles  tafigents  aux  trois 
côtés,  est  égale  à  quarante^huit  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle 
circonscrit. 

En  eiFet,  à  cause  des  deux  derniers  théorèmes, 

S  ■*•  S,  4-  S,  -H  S,  =  12R(«  +  p  +  r  —  r). 

Mais  (Liv.  II,  Th.  XXIII), 

a  -f-  p  -*-  y  —  r  =  4R; 

donc 

S  +  S,  •♦•  S,  H- S,  =  48R\ 

Retnarque.  Nous  avons  trouvé  (Th.  LXXIX)  : 

Conséqucmmcnt  :  la  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  les 
sammets  d'un  triangle,  aux  centres  des  cercles  tangents  aux  trois 
côtés,  est  égale  à  quatre  fois  la  somme  des  carrés  des  distances 
comprises  entre  les  mêmes  centres  et  celui  du  cercle  circonscrit. 


Dans  tout  triangle,  le  carré  de  la  distance  A ,  comprise  entre  le 
centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre  des  moyennes  distances ,  est 
égal  au  carré  du  rayon  de  ce  cercle,  augmenté  des  deux  netwièmes 
de  la  somme  des  carrés  des  côtés,  et  diminuée  du  douzième  du 
carré  du  périmètre. 

Soient  :  I  le  centre  du  cercle  inscrit,  D  le  centre  des  moyennes 
distances.  Le  Théorème  III,  appliqué  à  D,  donne 

ÂiV  Ëf  4-  Cï*  =  XdV  BD"-i-  cdV  ZA\ 
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Mais  (Th.  LXXX  et  LXXXI)  : 

Ai'+Br+ Cî'=S 

=  o*  -I-  6'  +  c*  +  SH  —  p\ 

ÂD'-h'BD'-hCd' 

=  !(.-*  6-.. ■); 
donc 

%  1 

A<=  H+  -(a*  H-  6'+  0  -  -li'. 

Remarque.  Si  l'on  remplace  r*  par 

(p  —  oXp  —  fc)(p  —  c)  ,       b6c 

.1^ i '-!- =  _  p«  +  fte  +  CB  +  ai 

P  P 

=  l[2(6c +  «  +  o6)-(a«+6'+ e')]-2^-j^^. 

on  trouve,  toutes  réductions  Tailes, 

9(a-».6  +  c)ji'=- 

—  (o'+ 6»+ c»)  +  «(fii-H  t> -».  î((?-t- o*)6 -t- 2(o'+ 6»)c  —  9al.c. 

ThtorèMe  I.XSXTl, 

Zhitu  tout  triangle,  le  carré  de  la  distance  3 ,  comprise  en^  le 
centre  du  cercle  intcrit  et  le  point  de  cùncouri  des  hauteurs ,  est 
égal  à  qttatre  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit,  plus 
deux  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  inscrit,  moins  la  demi-tomme 
des  carrés  des  cotés. 

Soient  : 

0  le  centre  du  cercle  circonscrit; 

1  le  centre  du  cercle  inscrit; 

D  le  centre  des  moyennes  distances; 
H  le  point  de  concours  des  hauteurs. 
Soient  encore  : 

OD  =  D,    01  =  d,    ID  =  A,    IH  =  J. 


Le  Théorâne  IJIXV,  appliiiaé  m  trinffeOU^dMs  kqoel 


Dafllctirs  (Th.  LXX\1,  LXXX,  de.)  : 

doue 

iT  =  4IP  -♦-  4llr  +  3r*.  —  jP. 

Pour  amplifier  le  seeood  membre,  rappdoos-noiis  que 
r*=  — ;f -4-6e-«-ca-«-a6  — 4Rr  (Th.  LXXU ,  ile«.)  : 

DOfU  trOUTQDS 

Bemarques  sur  Us  deux  derniers  Théorèmes.  —  I.  En 
gnanl  par  Af  >  A^,  Aj»  d|,  d,*  ^Sf  1^  quantités  analogues  à  A,  d, 
rebtÎTes  aux  eerdes  ex-inserits^  on  trouve  aisément  les  formules 
suivantes  : 

Aî  =  ««  +  4(«*-^  ** -*•  ^' -*•  ^<«*  ^  «^  -  *^)' 

aO  O 

i\^W  +  a»'—  i  (a?  +  ft»  +  O. 
6l==W  ■*■  ip*  —  -{tf  +  fc*  +  o. 
j;  =  4R*  +  V  —  ^(a*  -♦-  6*  -f  c"). 

Z 


(*)  Cette  formule  a  été  donoée  par  M.  Mention  (iVouoe/let  Jnnaies,  L  V, 
p.  404). 
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II.  Des  valeurs  de  A,  A^ ,  A, ,  A,,  on  eonelut 

A»  +  Aï  4-  Aï  4-  Aî=««  +  p«  ^-  y«  +  r»-»-  j(a«  -I.  fc«  +  c^. 

III.  Des  calculs  semblables  à  celui  que  nous  avons  indiqué  ci- 
dessus  (Th.  LXXXV,  Rem,)  y  donnent  encore 

9(6  -^  c  —  a)AÎ  = 
a»—  6»-  c»—  2(6«H-  Oa  4-  2(c»-*-  a«)6  4-  2(o*  4  6')c  4-  9a6c. 

9(c  -4-a-~b)Aï» 
V  — c»— o»— 2(c«-4-  c«)6  4-  «(o'-#-  6»)c  -4-  2(6^-4-  c«)a  4-  9«ftc, 

9(o  +  5— c)AÎ  = 
c»  —  a'—  6»—  2(o*  4-  6*)c  -♦-  2(6«  -i-  c*)o  ^  2(c«  h-  a'j6  -♦-  9a6c; 

ely  par  conséquent, 

(64-c—  a)AÎ  -♦- (c-i-a  —  6)Aî  ♦-  (a -hô  — c)Aî  — (a  -4-6-1-  c)A*=  4a6c. 


Dans  ^ou(  triangle,  les  carrés  des  rayons  des  cercles  tangents 
aux  côtés,  augmentés  des  carrés  des  côtés ,  donnent  une  somme 
égale  à  seize  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

D^aprés  le  Théorème  LXXVIII  : 

«•  =  (P  +  r)(«-r), (i) 

^•  =  (r-h«)(p-r), (2) 

c«  =  (a  + p)(r-r) (3) 

D'un  autre  côté  (Liv.  Il,  Th.  XXIII)  : 

(«^p  +  y_-r)«=i6RS 
ou 

a» 4.  p*H-  rV  rV  2(«p  H-  pr  -^  ray—^a  +  p  -4- r)r  =  I6RI  (4) 


I 
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Ajoutant,  wiemtrt  à  tmemhrtj  les  égriités  (1),  (î),  (3)»  (4),  on 
iroinre 

i^+  è^H-  c»+  f*  +  ^-4-  JP  +  r"=  I6R«0- 


Vimotne  du  rmfom  du  eerck  ùuarii  à  tu»  frûm^fe,  est  égal  à 
la  êomme  des  moerwn  des  trois  kmUemrs. 

Soient,  eomme  précédemment,  a,  6,  c  les  e6tés  d'un  triangle; 
soient  a',  6',  c'  les  hantears  correspondantes.  En  conservant  les 
autres  notations,  on  a 

n  =  aa'  =W  =  cc' ^{a  -♦-  6  -h  f)r; 
doù 


(^)  a)  e.)  c) 


Dans  cette  suite  de  rapports  égaux ,  le  dernier  antécédent  est 
égal  à  la  somme  des  trois  autres  ;  donc 
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Bemarque.  On  sait  que  l'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  est 
égal  à  la  somme  des  inverses  des  rayons  des  cercles  exHnscrits 
[G.,  389);  donc  aussi 

1      1      i_l     1      1 


(*)  Démonstration  donnée  par  M.  Bosei  {Nouveite  Ccrrespondance  Mathé* 
moIffiM,  t  ll,p.  973X 
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Thé«i«MC  I.SXSIX. 

Si  d'un  point  A,  pris  dam  le  plan  d'un  angle  yOx,  on  mine  de» 
transversale»  AB,  AB',  AB",  ...,  (eji  points  D,  D',  D",  .,.  où  con- 
courent les  diagonales  des  quadrilatères  BC,  BG",  ...,  sont  situés 
sur  iitte  même  droite  passant  par  le  sommet  de  l'angle. 

Dans  le  quadrilatère  BCB'C,  la  diagoDstc  B'C  est  parUgée 

harmoniquement 

aux  points  D,  E 

(Th.  LU);  donc 

OA,  0>j,  OD,  0* 

forineni  un  faisceau 

harmonique.  Il    en 

est  de  même  pour 

OA,  Oy,  OB',  Ox. 

Donc  les  droitesOD, 

OD'  coïncident.  Ce 

qui  démontre  la  proposition. 

Remarques.  —  I.  Si  le  point  A  se  déplace  sur  OA,  la  droite 
OD  ne  change  pas.  Si,  au  contraire,  OA  se  déplace,  OD  tourne 
autour  du  point  0.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  te  point 
A  est  un  pôle  de  la  droite  OD  :  celle-ci  est  la  polaire  du  point  A. 
De  même,  le  point  D  est  un  pAle  de  OA;  et  cette  droite  est  la 
polaire  de  D. 

II.  Dans  un  faisceau  harmonique,  tout  point  de  l'un  des  rayons 
est  un  pAle  du  rayon  conjugué,  relativement  à  l'angle  formé  par 
les  deux  autres  rayons. 


Si  les  côtés  d'un  triangle  ABC  coupent  une  circonférence  0,  de 
manière  qu'il  y  ait,  sur  chaque  côté,  deux  segments  déterminés  par 
un  sommet  et  la  courbe,  le  produit  des  six  segments  obtenus  en 
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faûantle  tour  de  bify/uredatu  un  ieiu,e$tig^  au  promût  obtenu 
en  faisant  le  tour  en  mm  contraire. 
On  a ,  par  la  propriété  des  sécaiiies  qni  se  coupent  hors  d'un 
cercle  : 

AP.AP'=A».AN', 

Bli.BN'  =  BP.BP'. 
CR.CS'=CII.CII'; 

d'où 

AP.AP'.BH.BH'.CN.CN  .^AN.AN'.CH.CM.BP.BP'. 

Remartpu.  Ce  théorème,  dû 
à  Cabhot,  subsiste,  comme  ceux 
de  Pascal  et  de  Briancbon, 
pour  «ne  ligne  quelconque  du 
tecond  ordre.  Il  est  vrai,  en 
particulier,  quand  la  circon- 
Térence  est  remplacée  par  le 
système  de  deux  droites  DE, 
FG. 


Vn  quadrilalère  ABCD  étant  intcrit  à  une  circon/ërence  0,  ti 
l'on  mène  une  transversale  XY  qui  rencontre  la  courbe  en  deux 
points,  et  les  côtés  du  quadrilatère  en  quatre  points,  ces  six  points 
sont  en  involution  :  les  points  conjugués  sont  situés  sur  la  circon- 
férence et  sur  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  (*). 

Avant  de  passer  à  la  démonstration  de  ce  théorème,  établis- 
sons quelques  définitions  : 

1*  Lorsqu'une  droite  AB  est  partagée  aux  points  C,  D,  en  trois 


(*)  Théorème  de  Deurguea. 


DE  GÉOMÉTRIE  ËLÉHENTAIKE.  IST 

s^^enu  AC,  CD,  BD,  on  donne  le  nom  iJe  rajtport  anharmo- 
nique  à  celui  qui  existe  entre  le  rectangle  des  segments  extrêmes  et 
h  rectangle  de  la  droite 
entière  par  le  segment 
moyen;  c'est- à -dire 
que  le  rapport  nnhar- 
moniqne  des  quatre 
poinrs  A,  B,  C,  D  est 
AC.BD  ^.-. 
AB-CO  ••  }■ 

2°  Lorsque  six  points 
A,  B,  C,  A,  B',  B', 
situés  sur  une  droite, 
sont  tels  que  le  rap- 
port anharmonique  de 
quatre  d'entre  eux  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs 
conjugués ,  ou  &  l'inverse  de  celui-ci ,  on  dit  que  ces  six  points 
sont  en  mi;o/ufion. 

3*  Celte  dernière  dénomination  a  été  adoptée,  parce  que  si 
l'on  a 

AB.B'C  _  A'B'.  BC 

AB'.BC'^A'B.B'C" 

on  a  aussi ,  comme  on  peut  le  démontrer, 

ab.ca'.bt;  =  a'b'.c'a.bc, 

relation  analogue  à  celles  que  nous  avons  considérées  ci-dessus 
(Th.  IX,  X,  etc.). 

Gela  étant,  prolongeons  les  câtés  opposés  AB,  CD  jusqu'à  ce 
qu'ils  se  rencontrent  en  E  :  le  Théorème  de  Carnot,  appliqué  au 
triangle  ELL',  donne 

BB.EA.L'rt.L'N'.LC.LD  =  EC.BO.LN.LN'.L'A.L'B. 


(')  I)  ulplosexact  dedire,aTecM.  Chasles(GA>mAne>up^>urc,p.  7): 
h  rapport  anharmonique  de  qualre  potntt  eit  te  rapport  det  ditttmet»  de  l'un 
ia  poinli  à  deux  dei  aulrei,  divUi  par  le  rapport  dei  dùlancet  du  qvalriime 
poitU  à  cet  deux-là;  mais  j'ai  craint  que  cette  délinflion  générale  n'embar- 
null  \ea  commençants. 


188  THÉOBÈHES  ET  PROBLËHES 

Le  même  théorème ,  appliqué  au  Iriangle  FLL'  et  au  système 
des  droites  AD,  BC ,  donne  aussi 

EC.ED.LI1.LII'.L'A.L'B>»BB.BA.L'II.L'H'.LG.LD. 

Multipliant  membre  k  cncmbre  ces  deux  égalités,  et  supprimant 
les  facteurs  communs,  oa  trouve 

L'N.L'N'.U.LM'  — LN.LN'.L'M.L'M'; 


Si  quatre  droites,  concourant  en  un  même  point  O ,  »&nl  am- 
pie*  par  une  traïuversate  ACDB,  le  rapport  anhormonique  dei 
iiualre  pointé  d'intertection,  est  indépendant  de  la  transversale. 
Soit  A'C'D'B'  une  autre  transversale.  Il  Taut  vérifler  que 
AC.BD      AC-ffiy 
AB.CD~A'B.CD' 
=^eomtB=i.. 
On  8  (Th.  XII): 

^B     CO        AC    BO 
Â-B'  '  CÔ  ^  ÂX^*  ffÔ  ' 
^    BO         BD    CO 

C'D''bo     ro^co' 

Donc,  par  multiplication, 
AB     CD        AC     BD 

Â^''Gff  "a'c'bIv" 


AC.BD       A'C'.B'D' 

AB.CD^A'B'.C'D'' 

Hemarijues.  —  I.  Le  rapport  anbarmonique  des  quatre  points 
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A,  h,  C,  D,  éiant  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  A',  B',  C,  D',  la  valeur  commune  >,  de  ces  deux  quan- 
tités, est  ce  que  l'on  appelle  rapport  anharmonique  dei  qvatre 
rfroitesOA.OB.OG,  OD. 

II.  Gomme  le  fait  observer  M.  Chasies  (*),  le  théorème  peut 
être  énoncé  ainsi  : 

Quand  on  fait  la  perspective  de  quatre  points  en  ligne  droite , 
leur  rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

III.  Si  la  transversale  A'B'  devient  parallèle  i  A,  ^=  1  ; 
donc  >  =  ^("). 


Le  lieu  des  points  réciproques  des  points  d'une  droite  donnée 
AB,  relatioement  à  un  cercle  donné  C,  est  une  circonférence. 

Soient  GH  la  polaire  d'un  point 
quelconque  D  de  la  droite  AB ,  et  M 
le  point  où  GH  coupe  le  rayon  CD  : 
les  points  M,  D  sont  réciproques 
(Th.  XXII).  D'ailleurs,  la  polaire 
GH  passe  par  le  pôle  P  de  AB  (Th. 
XXIV);  donc  la  figure  réciproque 
de  la  droite  AB  est  la  circonférence 
décrite  tw  CP  comme  diamètre. 


C)  Géométrie  tupérieurt,  p.  U. 
("}  Oneonctut,  do  cette  réciproque, 

AC.BD_^d(A,C).»Id(B,D) 

AB.CD  ~  sin(A,  B).sfn(C,  D)  ' 

Le  lecteur  devra  consulter,  pour  cette  théorie,  l'admirable  ouvrage  que 
nous  venons  de  citer. 
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Le  lieu  des  point»  réàproque»  d'une  circonférence  donnée  O, 
relalivement  à  un  cercle  donné  C,  est  une  circonférence. 

M'  étant  le  point  réciproque  d'un  point  quelconque  M,  pris  sur 
la  circonférence  C,  nous  avons 

CM.CH'  =  CÂ'. 
Prolongeons   la    transversale  CM 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  de  nou- 
veau, en  N,  la  circonférence  O;  et 
menons  la  (angenie  CT.  Nous  avons  aussi 

On  conclut,  de  ces  deux  relations, 


I       \CT/- 


Ainsi,  les  droites  CN,  CM'  sont  dans  un  rapport  constant  ;  donc 
le  lieu  du  point  M'  est  une  circonférence  [G.,  317}. 

Pour  trouver,  k  la  fois,  le  centre  et  le  rayon  de  cette  ligne, 
construisons  la  polaire  T'T'O'  du  point  de  contact  T. 

Premièrement, 

CT 
puis,  à  cause  des  parallèles  OT,  OT'  : 
CO'  _ OT'      CT' 

cô—"5t  ""ct" 

Les  points  O',  T'  sont  donc  homologues  des  points  0,  T. 

Remarque.  La  position  et  la  grandeur  du  cercle  O'  varient 
avec  le  rapport  ^.  Si  l'on  veut  que  ce  cercle  te  confonde  avec  le 
cercle  0,  il  faut  que 
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dans  ce  cas,  les  rayons  CT,  TO  étant  perpendiculaires  entre  eux, 
ces  rayons  sont  des  tangentes,  et  les  cercles  C,  0  se  coupent 
orthogonalement. 

Thé*r*ne  XC*. 

Dan»  deux  figures  réciproques ,  les  angles  correipondanis  sotU 
égaux. 

Supposons  que  la  première  figure  se  réduise  au  système  de 
deux  droites  AC,  BC  (*).  Soit  0 
le  centre  du  cercle  directeur  (•'). 
A'  ëtani  le  pâle  de  AC  et  fi'  le 
pôle  de  BC,  la  circonférence  dé- 
crite sur  OA', comme  diamètre, 
est  ta  figure  réciproque  de  AC; 
et  la  circonférence  OB'  est  la 
figure  réciproque  de  BC.  Par  con- 
séquent, le  système  des  deux  cir- 
I  conférences  constitue  la  figure 
réciproque  du  système  des  deux 
droites. 
Cela  posé ,  soient  C'S,  C'T  les  tangentes  aux  deux  circonfé- 
rences ,  menées  par  le  point  C,  réciproque  du  point  C  :  il  s'agit 
de  démontrer  que  les  angles  SC'T,  ACB,  sont  égaux.  Or,  si  l'on 
mène  les  tangentes  OS'.OT',  évidemment  perpendiculaires  h  OA, 
OB,  on  aura 

S'OT'  =  SC'T,    SOT —  ACB; 
done 

SCT<=ACB* 


(*)  Polir  la  théorie  générale  des  figures  réciproques,  le  lecteur  pourra 
consulter,  soit  un  beau  Méroolre  de  H.  Liouville,  publié  dans  le  Journal  de 
MalhimafiqueÊ  (tome  XII) ,  soit  rinléressant  opuscule  de  H.  Paul  Serret  : 
ii«  MHhodti  m  GAmilrie. 

(")  On  n'a  pas  tracé  ce  cercle,  oBn  de  rendre  la  figure  plus  claire. 
Il 
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A,  B  étant  deux  pohUs  dune  figure,  et  A',  B'  le»  pobitt  Cùrra- 
pondaatt  de  la  figure  réciproque;  on  a,  en  appelant  R  le  rayon 
du  cercle  directeur  : 

A'B'  =  AB.-— — - 
OA.OB 

De 

0A.OA'-i=OB-.OB  =  R*, 

on  conclut 

OA  _0B 

ÔF~ÔÂ'' 

donc  les  irjangles  OAB,  OB'A', 

qui  ont  un  angle  égal  compris 

enire  calés  proportionnels,  sont 


semblables.  Par  suite 


r-*'Âô:ôB 


Remaripte  tur  Ut  figures  réàproques.  La  théorie  dont  nous 
venons  d'indiquer  les  premières  notions  peut,  aussi  bien  que  la 
théorie  des  polaires  réciproques ,  faire  découvrir  aisément  un 
grand  nombre  de  tliéorèmes,  auxquels  il  serait  difficile  d'arriver 
par  d'autres  voies.  Pour  montrer  un  exemple  remarquable  de 
cette  application  du  principe  général  de  la  trarufitrmation  de» 
figures,  prenons  ce  théorème  très-simple  : 

Si,  à  un  cercle  C,  ituerit  à  un  angle  xOy,  on  mine  une  fan- 
gente  intérieure  AB,  le  triangle  OAB  a  un  périmètre  constant 
(Liv.  Il,  Th.  XIX)  ;  et  construisons  la  figure  réciproque  de 
OABCD.  par  rapport  à  un  cercle  ayant  pour  centre  le  sommet  0; 
et  dont  le  rayon  soit  R. 

i*  La  6gure  réciproque  du  cercle  CD  est  un  cercle  CD'* 
inscrit  6  l'angle  aOy  (Th.  XCIV). 

3*  La  figure  réciproque  de  AB  est  une  circonférence  OA'TB', 
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qui  ■  son  centre  sur  OC,  et  qui  louche  le  cercle  C  au  point  T', 
réciproque  du  point  de  contact  T. 


3'  La  relation 

OA  +  OB  +  AB  K  3p 

devient,  par  le  dernier  diéorëme, 

ou,  plus  sim[ilemcnt, 

OB'  +  OA'  -t-  A'B' 

ÔFÔS """""■ 

i"  Di^signons  par  T  l'aire  du  triangle  OA'fi'  et  par  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  à  ce  triangle.  Nous  aurons 

T-=iOA'.OB'sinxOy»  j(OB'-HOA'-t-  A'B')r; 
donc  l'égalité  précédente  équivaut  & 

r  a  eonttanîe. 

Ainsi,  fu«//e  qve  toit  la  langenle  AB,  ^e  triangle  OA'B'  est  cir~ 

tonttrit  à  tme  circonférence  fixe  I  (*),  tnsfrtVe  à  l'angle  xOg.  Les 

(*)  Non  tracée  sur  !■  figure. 
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tangentes  extèriewreê^  à  cette  eirconférencé,  sont  lès  cordes  A'B' 
des  circonférences  variables  OA'B',  tangentes  è  la  circonférence 
fixe  C'iy .  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 


VkéMrèaM  XCTII. 


Sif  à  un  cercle  I,  inscrit  à  un  angle  xOy,  on  mène  une  tangente 
extérieure  quelconque  A'B',  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  OA'B'  est  tangente  à  une  circonférence  fixe  C,  inscrite 
à  l'angle  xOy  (*). 


Vhé«rèHM  XCTIII. 


Deux  polygones  quelconques,  de  in  côlés^  sont  équivalents  qua»ul 
leurs  côtés  ont  les  mêmes  milieux  (**). 

Soient  P,  P'  deux  de  ces  polygones.  Joignons,  par  des  droites, 
les  sommets  de  P  aux  sommets  correspondants  de  P':  ces  droites 
sont  égales  et  parallèles;  car  elles  forment,  avec  les  demi-côtés 
des  polygones,  des  triangles  symétriques  deux  à  deux.  Prolon- 
geons ces  mêmes  droites  jusqu*à  leur  rencontre  avec  une  droite 
Af  perpendiculaire  à  leur  direction  commune  :  la  droite  A  »  leë 
lignes  de  jonction,  et  les  côtés  des  polygones,  déterminent  des 
trapèzes  équivalents  deux  à  deux.  Les  polygones  P,  P',  étant 
composés  d*un  même  nombre  de  parties,  respectivement  équiva- 
lentes, sont  équivalents. 


(*)  Ce  remarquable  théorème  est  dû  à  M.  ManDheim,  ainsi  que  les  consi- 
dérations précédentes. 

(**)  Ce  théorème,  ainsi  que  celui  de  la  page  tl,  est  dû  à  Prouhet  La 
démonstration  suivante  a  été  donnée  par  M.  l^abbé  JuUien  (Nouvetleê 
jémuUeê,  tome  X). 
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Soit  A'B'C  la  droite  de  Simton,  relative  à  un  point  JA  et  à  un 
triangle  ABC. 

1°  Le»  dislance»  de  M,  aux  points  A,  B,  C,  A',  B',  G',  satisfont 
aux  relations  : 

AH .  AH  =  BU  ,  B'H  >=>  CU .  C'H; 

2°  5t  MP  ett  la  plus  courte  distance  du  point  à  la  droite  ; 
B'M.C'H       C'H.A'M       A'H.B'H 


HP  = 


AH  BH  CH 


1*  Le  quadrilatère  ABCM  étant  inscrit,  les  triangles  rectangles 
MCA,  MA'C  sont  semblables. 
Ainsi 

AH      C'H 

ch"vm' 

ou 

AH.A'H=cCH.C'H. 

S"   Dans   le    quadrilatère 
MA'CB',  les  angles  MA'C,  MB'C 
sont   droits;  donc   ce   (|iiadrr- 
Intère  est  inscriptible  ;  et ,  en 
conséquence,  les  angles  MB'A', 
MCA'  sont  égaux.  De  là  résulte 
que    les    triangles    rectangles 
MB'P,  MCA'  sont  semblables.  Ainsi 
HP       HB' 
HV^HC"' 
etc. 

Remarque.  Si  a,  b,  c,  désignent  les  calés  du  triangle;  et,  ^,y,i 
tes  distances  AM,  BM,  CM,  PM;  «',  ^',  /  les  distances  A'M, 
B'M,  CM;  on  trouve  - 

..._êî:.t  «-._^.,  ...^^*. 


pou,  T  élanl  l'aire  da  triangle  ABC  : 


Soif  me  troHtvenaU  XY,  déterminant,  dam  dettx  eerdetO,(y, 
detcwdet  AB,  \'B' ,  igtUet  eulre  eitet. SiM  fft  k point  deeom- 
court  det  tangentes  «n  A,  B'  : 

1*  Lei  cercles  0,  O'  «ont  vus,  de  M,  sous  des  angles  égaux; 

SE*  Le  lieu  de  ce  point  est  une  dnonfèrenee. 

1*  L'angle  AHC  sous  lequel  on  voit,  de  M,  le  cercle  0,  ecl 


double  de  l'angle  AMO.  De  même,  B'MC'  =  3B'M0'.  Pour  dé 
moDirer  la  première  partie  du  Ihéorème.'il  Taul  donc  vérifier 
que 

angleUAO  =  ungkB'JAO'. 


{')  Celte  dernière  relation  se  rapporte  à  la  disposition  adopta  t 
flgnre.  Oa  ne  doit  pu  oublier  que,  dans  le  quadriUlâre  ABCH, 
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Abaissons f  surXY»  les  perpendiculaires  OD,  O'D',  MP.  Les 
triangles  ADO,  MPA,  ayant  les  côtés  respectivement  perpendicu- 
lairesy  sont  semblables.  Donc 

AO      AD 

âm'^mp' 

De  même  y 

ffO'      wiy 

B'M  ™  MP  ' 

A  cause  de  AD=  ^AB,  B'D'=  i  A'B',  ces  deux  proportions 
ont  un  rapport  commun;  donc 

AO      BO^ 

AM  ""  B'M  ' 

Ainsi,  les  triangles  rectangles  AMO,  B'MO'  sont  semblables, 
ou,  ce  qui  est  équivalent,  équiangles. 
V  On  déduit,  de  cette  similitude, 

OM  _  AO 
O'M  ""BHV' 

Les  dislances  OM,  O'M  étant  dans  un  rapport  constant,  le  lieu 
du  point  M  est  une  circonférence  qui  divise  harmoniquement  la 
ligne  des  centres  [(?.,  316], 

Remarques.  —  L  La  réciproque  du  théorème  est  vraie:  si  les 
angles  AMC,  A'MC  sont  égaux,  les  cordes  AB^  A'B'  sont  égales. 

IL  Les  six  triangles  AOD,  OMA,  B  0  D',  O'MB',  AMP,  B'MB 
sont  semblables. 

Théorème  Cl  ^*). 

Sur  le  diamètre  AB  d'un  demi-cercle,  on  construit  un  rectangle 
dont  la  hauteur  AC  égale  le  côté  du  carré  inscrit.  Si  Conjoint  les 
sommets  C,D  àun  point  quelconque  M  de  la  demi-circonférence, 
par  les  droites  CM,  DM,  coupant  en  E,  F  le  diamètre,  on  a 

âT-i- bè'=âb\ 

(*)  Attribue  h  Fermât,  par  Euler. 
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Première  démonitration.  Tirons  les  cordes  MA,  MB,  ei  pro- 
longeons ces  droites  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent,  en  6,  H,  les 
prolongements  de  CD.  L'angle  GMH,  inscrit  au  demi-cercle,  est 


droit;  donc  les  angles  G;  H  sont  complémentaires  ;  ei,  par  con- 
séquent, les  triangles  rectangles  GCA,  BDH  sotit  semblables. 
Ainsi, 

GC      AC 

bd^dh' 

ou 

2GC.DH  =  2ÂC*  =  CD\ 

Les  segments  GC,  GD,DH,  étant  proporiionncls  aux  scgmenis 
AI*',  EF,  FB,  l'égalité  précédente  donne  ecllc-ci  : 

2AE.BF  =  Er (1) 

De 

AF-f<BE  =  AB-»-EF, 
on  déduit 

ÂF*-*- BEV  2AF.BE=ÂBVËF*-h  2AB.EF, 
ou 

ÂF'+BË'+2AF.BE=-ÂbV  a(AE.BF  +  AB.EF).    .    (ï) 
L'identité 

{a  +  e){b  +  c)  ■=  o6  +  (a  -+-  6  -»-  c)c('), 
prouve  que 

AF.  SE  =  AE .  BF  -I-  AS .  EF. 


(')  Euler  en  fait  un  t-emme  prëlimiitiire. 
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Donc  enfin 


Seconde  démonstration  {*).  Du  point  M ,  j'abaisse  MPR  per- 
pendiculaire à  CD.  Il  i^ésuhcy  de  cette  construction,  et  des  paral- 
lèles AB,  CD  : 


puis 


MP  MP 

AF  =  CR  H-  DR  — -,     BE  =  DR  -h  CR-— ; 

MR  MR 


(MP*\                          MP 
I  H -]  +  4CH.DR ; 
mrV                     MR 


MR»/  MR 


MR 
ou,  comme  MP  est  moyenne  proportionnelle  entre  CR  et  DR  : 

W\      .HP* 

MR^ 
De 

CR  -4-  DR  =  AB, 

on  lire 

CRV  DR'  =ÂB'—  2CR .  DR  =*  Al'—  2Mp\ 
L  égalité  (3)  devient  donc 


(MP'\  /MP\' 

\  -^  :^jj  —  2(^1  (STpV  MR*— 2MP.MR); 


MU 
ou,è  cause  de 

MR  —  MP  =  AC  : 


ÎPVbP=ÂB*-^  (ÂB*—  2ÂC»)(— )\ 


Si  Afi  «s  2AC   (et  seulement  dans  ce  cas),  le  second  membre 
est  indépendant  de  MP;  et 


(*)  Od  en  trouve  une  autre  dans  les  NoweUe$  AninaHe$  (2«  série,  t.  IX, 
p.  190j. 
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tfmu  tout  triangle  ABC  : 

1*  Les  milieux  A',  B',  C  de»  côté»;  U»  pieds  A",  B",  C"  de» 
hauteur»  ;  les  milieux  H,  N,  P  de*  segments  compris  entre  les  som- 
mets et  te  point  de  rencontre  H  de»  Aouteun,  sont  neuf  points 
situés  sur  une  mime  circonférerux  Q  ; 

2*  Le  centre  de  Q.  est  le  milieu  l  de  la  droite  qui  joint  le  poiiU 
de  rencontre  des  hauteurs  au  centre  0  du  cercle  circonscrit; 

3*  Le  rayon  de  Q  est  la  moitié  du  rayon  du  cercle  dr- 
conscrit  (*). 

Il  est  d'abord  visible  que  H  est  le  centre  de  similitude  directe 
de  la  circonférence  ABC  et  de  la  cir- 
conférence MNP.  De  plus,  U  centre 
de  celle-ci  est  le  mttieu  l  de  OH,  et 
son  rayon  [M  est  la  moitié  du  rayon 
OA. 

En  second  lieu,  si  l'on  mène  les 
droites  IP,  IC,  on  forme  deux  tri- 
ai>gles  IHP,  lOC',  égaux  enlre  eux, 
à  cause  de  IH  =  10,  HP  =  OG' 
(Liv.  Il,  Th.  II,  Rem.  IV),  etc.; 
donc  PIC  est  un  diamètre  de  la  circonférence  MNP  ;  cette  cir- 
conférence  patte  par  tet  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 

Ënlin,  le  centre  I  étant  le  milieu  de  OH,  les  obliques  IC,  IC" 
sont  égales;  donc  la  circonférence  MNP  patte  par  let  pieds  des 
hauteurt  du  triangle  ABC. 

Remarquet.  —  I.  Le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  det 
moyenne»  distances,  le  point  de  concours  det  hauteurt,  le  centre 
de  la  GmcoHFÉREHGB  DES  HKVF  POINTS,  sont  titués  sur  une  même 
droite. 


{')  Le  savant  Tcrqtwm  aUribuait  ce  Ibévrime  k  Euler  (ffomvtlk*  AnnQh$ 
de  MalHémaH^uci,  tome  I,  p.  196). 
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II.  A  cause  de  CP  égale  e(  parallèle  ft  OC.  la  agure  COC'P  est 
un  parallélagramtne;  donc  le  diamètre  CP  de  la  circonférmce 
de»  neuf  poitUt,  poêtant  par  le  milieu  d'un  coté  du  triangle,  ett 
égal  et  par(dtèle  au  rayon  CO  du  cercle  drcomcrit,  tdMtutiuant 
au  tommet  opposé  à  ce  côté. 

III.  D'après  le  théorème  précédent,  lorsque  le  point  H  par- 
court Is  circonférence  ABC,  le  milieu  P  de  MH  décrit  la  circon- 
férence Q. 

IV.  Le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triattgle  ABC  eit  ta 
moitié  du  rayon  de  la  circonférence  paasanl  par  les  centres  1',  I", 
1'"  des  cercles  ex-inscrits. 

En  efTtn,  les  sommels  A,  B,  G  sont  les  pieds  des  hauteurs  du 


triangle  ITT"  (Liv.  II,  TIi.  1);  donc  la  circonférence  ABC  est, 
relativement  ft  ce  triangle,  la  circonférence  de»  neuf  point». 
V.  Le  rayon  du  cercle  circonterit  à  un  triangle  ABC  e»t  la 
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mùitié  du  rayon  de  la  circonférehce  pauant  par  le  centre  I  du 
cercle  interit  et  par  les  centres  de  deux  dei  cercles  ex-inseriti. 

Dans  te  triangle  l'I"!'",  I  est  le  poiat  de  concaurs  des  hau- 
teurs; donc  (Ltv.  II,  Th.  Il)  les  circonférenres  l'Il",  I"H"', 
r"ir,  ITT"  sont  égales.  On  vient  de  voir  que  le  rayon  de 
celle-ci  est  le  double  du  rayon  OA;  donc,  etc. 


»  Cm, 

6'i  deux  circonférence»  mobiles  C ,  C  touchent  deux  circonfé- 
rences fixes  0,  0',  aux  points  A,  B,  A',  B'  :  1°  les  cordes  AV. 
BB't  des  cercles  mobiles,  se  coupent  en  un  point  fixe  P  ;  3°  /e  lieu 
du  point  de  rencontre  0  des  cordes  AB,  A'B',  appartenant  aiuc 
cercles  fixes,  est  l'axe  radical  de  ces  cercles  (*), 

1*  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  chacune  des  circonfé* 
rences  C,  C  louche,  extérieuremcni , 
les  deux  circonférences  O,  O'.  Alors 
A  est  le  centre  de  sïmiliiude  ituierse  des 
circonférences  O,  C,  et  A'  est  le  cenire 
de  similitude  inverse  des  clrcanférenccs 
0',  C;  donc  (Th.  XVI)  la  corde  AA' 
passe  par  le  centre  de  similitude  directe 
des  ef  rcles  0,  O'.  Pour  la  même  raison, 
la  corde  BB'  passe  en  ce  point  :  le  point 
d'intersection  P  des  cordes  AA',  BB',  es! 
donc  le  centre  de  similitude  directe  des 
cercles  fixes. 
2°  Soient  D,  E  les  points  où  les  cordes  AB,  A'B'  coupent,  de 
nouveau,  la  circonférence  C.  On  a 

■qb.qd-bQB'.qe. 

Mais ,  de  même  que  P  est  le  centre  de  similitude  directe  des 


C)  Cet  éDODcé  ne  doit  pai  élre  idopté  stn»  restrictioD  :  celle  qu'il  ecm- 
forle  résulte  Ae  la  déuaBsIration  tulvantr. 
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cercles  fixes  »  Q  est  le  centre  de  similitude  des  cercles  mobiles. 
Conséquemmenty 

QA     qa;; 

QD~QE* 

Oo  conclut,  de  ces  deux  égalités, 

QA.QB  =  QA'.QB'; 

en  sorte  que  les  puissances  du  point  Q ,  relativement  aux  circon- 
férences 0,  OS  sont  égales  entre  elles  :  le  lieu  du  point  Q  est 
donc  l'axe  radical  des  cercles  fioces. 

Remarques.  —  I.  Si  une  seule  des  circonférences  mobiles 
touche  intérieurement  une  seule  des  circonférences  fixes ,  le 
théorème  est  en  défaut  :  en  effet,  la  corde  A  A',  par  exemple, 
passe  par  Tun  des  centres  de  similitude  des  cercles  fixes ,  (andis 
que  BB'  passe  par  Tautre. 

II.  Supposons  que,  la  circonférence  C  restant  immobile,  là 
circonférence  G  tende  à  se  confondre  avec  Tune  des  tangentes 
communes  aux  cercles  0, 0'.  Pendant  ce  mouvement,  le  point  Q 
décrit  un  segment  de  Taxe  radical  MM';  et,  à  la  limite,  il  coïn- 
cide avec  Fun  des  points  R,  R',  ou  Taxe  coupe  la  circonférence  G'. 
Au  même  instant ,  le  rayon  RC  est  perpetuliculaire  à  la  tangente 
commune  AA'.  Gette  conséquence  du  principe  de  continuité  équi- 
vaut à  la  proposition  suivante,  que  Ton  peut  démontrer  directe- 
ment : 

Vhéorèaie  CIT. 

Suit  AA'  une  tangente  commune  à  deux  cercles  0,  0',  et  soit  C 
une  circonférence  tangente  à  ces  cercles  :  \^  les  cordes  de  contact 
AB,  A'B'  se  coupent  en  un  point  Rde  la  circonférence  G'  ;  2*  fe 
point  R  appartient  à  l'axe  radical  des  cercles  0,  0'  ;  3®  le  rayon 
RG'  est  perpendiculaire  à  la  tangente  AA'  (*)• 


(*)  D'après  une  remarque  de  M.  Mention  (Nouvellet  J finales^  t.  IX,  p.  40IX 
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Bemart/ue.  Si  l'on  remplace  la  tangente  AA'  par  la  UngeMe 
DD*,  conjuguée  de  la  première,  les  droites  RA,  RA'  sont  rem- 
placées elles-mêmes  par 
les  droites  R'D,  R'D', 
qui  passent  aussi  par  tes 
points  de  contact  B,  B'. 
Mais  la  corde  AD  ti 
l'axe  radicol  MH'R  sont 
des  droites   parallèles, 
comme    perpendiculai- 
res à  00'.  De  là  résulte 
la  similitude  des  trian- 
gles DAI,  M'RI,  el  aussi 
la  similiiude  des  triangles  BDI,  M'RI.  Par  suite,  les  quatre  poîtUt 
D,  B,  M',  R  sont  sur  vne  ci'rcon/ermce.  Il  en  est  de  même  des 
points  D',  B',  M',  R;de3poinls  A,  6,  R',  H;  et  encore  des  points 
A'.B',  R',  M. 


5otett(  ;  0,  C  deux  circonférences  données;  A  A',  DD*,  deux  ie 
leurs  tangentes  communes  conjuguées;  C,  une  circonférence  tan- 
gente à  O,  C;  R ,  R',  les  points  où  cette  ligne  coupe  l'axe  radiatt 
de  0,0'  :  la  tangente  DD'  est  l'axe  radical  commun  de  la  circoi»- 
férence  C  et  de  chacune  des  circonférences  orthogonales  à  O,  O'» 
décrites  du  point  R  ou  du  point  R'  comme  centre. 

Considérons,  par  exemple,  la  circonrérence  dont  le  centre  est 
R',  et  qui  coupe  orthogonalement  les  circonrérences  données  : 
son  rayon  p  est  moyen  proportionnel  entre  R'B  et  R'D.  Mais, 
d'après  la  remarque  précédente, 

R'B.R'D  =  n'M.R'R  =  p». 


les  deui  premiirei  parties  de  ce  lliéorème  doivent  être  ■Itribuées  i  Ciucby. 
Du  rate,  renoncé  est  soumis,  comme  le  précédent,  h  quelques  reitrielloos 
évidentes. 
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D'un  autre  c6(é,  si  nous  traçons  le  diamètre  R'GH,  perpen- 
diculaire k  DD*  (Th.  CIV),  la  similitude  des  triangles  R'GM', 
R'RH  nous  donne 

R'M'.R'R^iR'G.R'II; 

ou ,  en  désignant  par  E  l'un  des  points  où  OD'  coupe  la  circon- 
férence C, 

R'«'.R'R=l?ii*. 
Par  suite, 

P-=R'S. 
Ainsi,  la  circonférence  orthogonale  R'  patse  par  les  poînli 
E,  E'  où  Ja  tangente  DD'  rencontre  la  cireonférence  C;  eic. 
CoROLLAiRB.  Soient  deux  circonférences  0,  O'  et  deux  tangentes 


communes,  conjuguées,  Ak.',  DD'  ;  soit  C  une  circonférence  tan- 
gente aux  deux  premières  et  passant  par  le  milieu  M'  de  DD'  : 
1*  la  circonférence  décrite  sur  DD'  comme  diamètre  passe  par  les 
points  F,  F'  où  AA'  rencontre  la  circonférence  C;  2"  /o  circonfé- 
rence orthogonale  à  0, 0',  et  qui  a  pour  centre  l'extrémité  R'  de 
la  corde  MM'  perpendiculaire  à  00',  passe  par  les  points  M',  E' 
où  DD'  rencontre  la  circonférence  C;  Z"  le  diamètre  M'C'G  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  AA';  4'  la  corde  GE'  est  perpendi- 
culaire à  la  taitgente  DD'. 

Remarques.  —  I.  Si  la  circonEérence  C  ne  coupe  pas  la  tan- 
gente AA',  cette  droite  est  toujours  l'axe  radical  des  circonfé- 
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reoees  C%  R'.  De  même,  BD'  esl  Taxe  ndieal  des  eireoDféreiiees 
C'i  M^  CoDséqaeouDeot ,  là  corde  KK',  oommune  aui  cireonfé* 
reoees  R%  M',  passe  par  le  point  de  cooeours  des  uuigenies  DIX, 
A  A'.  El  comme  cette  corde  commune  est  peqiendicolaîre  k  MM'» 
elle  se  confond  avee  la  droite  00\  La  même  propriété  subsiste 
pour  les  circonférences  R,  R',  considérées  ci-dessus* 

II.  Le  point  B  est  le  centre  de  similitude  inverse  des  cercles 

0,  C;  donc 

BD  _R 

BR'~7 
De  même 

B'D'  _  R' 

B^""7' 

Si  Ton  combine  ces  deux  relations  avee  celle-ci  : 

R'B.R'D»»R'B'.R'D', 
on  trouve 

BD.R'D        R 


B'D'.R'D'       R' 
Mais 

BD.R'D»  DM'. DF» 

B'D'.R'D' «D'M'.  DE'; 
donc,  à  cause  de  DM'  »  D'M', 

DE'      R 
DE'  ""  R'  ' 

Ainsi  la  corde  GE'  divise 9  dans  k  rapport  des  rayons,  la  tan- 
gente  commune  DD'.  De  là  résulte  immédiatement  que  te  point  S, 
oii  cette  corde  coupe  la  ligne  des  centres  f  est  le  centre  de  simiHiude 
inverse  des  cercles  0,  0'. 

Dans  tout  triangle,  la  circonférence  des  neuf  points  est  tan- 
gente au  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits  (*). 


(*)  Ce  premier  complément  da  Théorème  Cil  est  attribué  au  D' Hart  (  Tht 
QuarUrly  Journal,  4861,  p.  S45). 
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Diaprés  la  dernière  remarque,  la  circonférence  C  (p.  175)» 
tangente  aux  cercles  0,  0',  passe  par  le  pied  E'  de  la  hauteur 
SE'  du  triangle  TSM'  formé  par  les  tangentes  DD',  ST,  ST'. 

De  plus,  à  cause  de  DT=  D'T'  (Liv.  II,  Th.  XIV,  Rem.  II), 
le  point  M',  milieu  de  DD',  est  aussi  le  milieu  de  TT'.  Enfin ,  le 
rayon  M'C,  perpendiculaire  à  la  tangente  ÂA',  est  parallèle  à  la 
droite  qui  joindrait  le  point  S  au  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  TST'  (Liv.  II,  Prob.  XXII).  La  circonférence  C  ne  dif- 
fère donc  pas  de  la  circonférence  des  neufpaints,  relative  à  ce 
triangle;  etc. 

On  verrait,  de  la  même  manière,  que  la  circonférence  des  neuf 
points  touche  le  cercle  inscrit  et  le  troisième  cercle  ex-inscrit. 

Sait  D  le  point  où  le  côté  BG  du  triangle  ABC  toiuAe  la  cir- 
conférence inscrite  I  ;  soit  E  le  point  ou  ce  même  côlé  touclie  la 
drconférence  ex-inscrite  ol^  opposée  au  sommet  A.  Si,  sur  DE 
comme  diamètre ,  on  décrit  une  circonférence  qui  coupe  en  F,  G 
la  tangente  cotnmune  conjuguée  de  AB,  ces  points  F,  G  appar- 
tiennent à  la  circonférence  des  neuf  points  (p.  178). 

La  circonférence  des  neuf  points,  A'PB'B"MCC"NA",  est  tan- 
gente  aux  circonférences  I  et  a;  de  plus,  elle  passe  par  le  milieu  A' 
de  DE;  donc  (Th.  GV,  Corol.)  elle  contient  les  points  G,  F. 

Remarques.— h  La  circonférence  DE  a  pour  centre  le  point  A'. 

II.  Les  points  G,  F  sont  symétriques  des  points  de  contact 
E,  D,  relativement  à  la  perpendiculaire  à  Aa,  menée  par  le  point 
où  Aa  rencontre  BC. 

III.  Une  construction  analogue  à  lune  de  celles  qui  viennent 
d'être  indiquées ,  effectuée  sur  les  côtés  AB,  AC,  donnerait  quatre 
nouveaux  points,  situés  sur  la  circonférence  Q. 

IV.  A  cause  des  quatre  points  de  contact  avec  les  circonfé- 
rences I,  a,  (3,  y,  il  s^ensuit  que  la  circonférence  des  neuf  points 
passe,  véritablement,  par  dix-neuf  points  remarquables  :  les 
théorèmes  suivants  augmentent  indéfiniment  ce  nombre. 

1^ 
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Datu  tout  triangle  ABC,  la  cirtonfèrenee  Û  det  neuf  pomtt 
touche  les  douze  eerclei  inicril»  ou  ex-intcrits  aux  trois  tritmglet 
déterminit  par  deux  des  sommet»  A,  B,  C  et  par  le  point  de  con- 
tours H  des  liauleurs  (*). 

Soit  ABH  l'un  de  ces  (riaugles.  Les  milieux  H,  N,  C  dei 
côtés  AH,  BH,  AB  appartiennent  b  la  circonférenec  a;  donc  il 


est  la  circonférence  des  neuf  points,  relative  au  triangle  ABH. 
Mais,  d'après  le  Théorème  de  Hart,  cette  dernière  circonTérence 


(*)  Théorème  de  sir  William  Hamilton  {T/it  QuarteTtg  Journal,   iWi, 
p.S«). 
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touche  les  quatre  circonférences  tangentes  aux  côtés  du  même 
triangle;  donc,  etc. 

Remarquée.  —  L  Le  sommet  G  du  triangle  ABC  est  le  point 
de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABH. 

II.  Les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABH,  ABC 
sont  égaux,  chacun,  au  diamèu-e  de  la  circonférence  Q  (Th.  Cil, 
Rem.  IV)  ;  donc  ces  cercles  sont  égaux  entré  eux.  Nous  avons  déjà 
démontré  cette  propriété  (Liv.  II ,  Th.  II). 


Si  deux  cercles  0, 1  sont  tels,  qu'un  triangle  ABC  puisse  être 
inscrit  au  premier  et  drconscrit  au  second,  les  circonférences 
tangentes  aux  côtés  du  triangle  A'B'C,  qui  a  pour  sommets  les 
points  où  ABC  touche  la  circonférence  I,  sont  tangentes  à  un 
cercle  fixe. 

Il  est  d'abord  facile  de  voir  que  la  circonférence  des  neuf 

points,  relative  au  triangle  A'B'C,  est 
réciproque  de  la  circonférence  0 ,  par 
rapport  à  la  circonférence  I. 

En  effet,  le  milieu  a  de  la  corde 
B'C,  est  le  point  réciproque  de  A  (Th. 
XXII);  donc  la  circonférence  abc  est 
réciproque  de  la  circonférence  0  ;  etc. 
En  second  lieu ,  diaprés  le  Théorème 
de  Hart ,  la  circonférence  inscrite  au  triangle  A'B'O'  est  tan- 
gente à  la  circonférence  abc.  De  même  pour  les  circonférences 
ex-inscrites.  Mais  la  circonférence  abc  ne  dépend  que  des  cercles 
donnés  ;  donc,  etc.  (*). 


(')  Ce  théorème,  qui  parait  dû  à  M.  Jonh  Casby  {The  Quarterly  Jimmal, 
\Wij  p.  SM)*  *  ^^^  certaine  analogie  avec  celui  de  M.  Mannheim ,  démon- 
tré ci-dessus  (p.  164). 
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^t  deux  cercle»  0,  I  «ont  tel»,  qu'un  triangle  ABC  puUie  être 
mecrit  aa  premier  et  circonscrit  au  second,  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle  A''B''C",  formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  C, 
au  cercle  0,  est  tangente  à  un  cercle  fixe. 

D'après  le  Théorème  de 
Harl,  le  cercle  1  louche  U  cir- 
conférence abc  qui  passe  par 
les  milieux  des  c6tés  du  trian- 
gle ABC.  Celte  circonférence 
odca  pour  réciproque,  relative- 
ment au  cercle  O,  la  circon- 
férence A"B"C"  (*);  donc 
celle^i  est  tangente  à  la  cir- 
conférence réciproque  de  I, 
relativement  au  cercle  O. 


Le  cercle  circonscrit  à  wn  triangle  ABC  touche  tes  teise  eentes 
inscrits  ou  ei)>inserits  aux  quatre  triangles  ayant  pour  stmmeU 
les  centres  des  cercles  tangents  aux  côtés  de  ABC. 

Soient  I,  l'  I"  l"  les  centres  du  cercle  inscril  et  des  eercles 
ex-inscrits  au  triangle  ABC.  La  àrconférence  O,  circonscrite 
au  triangle  ABC,  est  la  circonférence  des  neuf  points,  relative  au 
triangle  l'I'i'"  (Th.  Cil,  Bem.  IV).  D'après  les  Théorèmes  de 
Hart  et  d'Hamillon,  elle  est  tangente  aux  circonférences  qui 
touchent  les  trois  côtés  de  chacun  des  triangles  H'I",  II'"!', 
l'i"!'".  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


C)  Nun  Iracécsur  lu  Rgure. 
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Tké«rèBie  CXII. 

Dans  iouê  triangle  ABC,  la  circonférence  Q  des  neuf  points 
touche  :  1®  les  seize  cercles  inscrits  ou  ex-inscrits  aux  qtMtre 
triangles  ayant  pour  sommets  les  centres  des  cercles  tangents 
aux  côtés  du  triangle  dont  les  sommets  M,  N,  P  sont  les  milieux 
des  segments  compris  entre  les  sommets  A,  B,  C  et  le  point  de 
amcours  H  des  hauteurs;  2®  trois  autres  groupes  de  seize 
cercles, 

1"*  Le  point  H  est  le  centre  de  similitude  des  triangles  ABG| 
MNP.  D'après  le  théorème  précédent,  la  circonférence  ABC  est 
tangente  &  seize  cercles  ;  donc  la  circonférence  MNP  (ou  Ç£)  est 
tangente  à  seize  autres  cercles  situés,  à  Tégard  du  triangle  MNP^ 
comme  le  sont  les  premiers  à  Tégard  du  triangle  ABC. 

2^  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABH  touche  seize 
cercles  qui  se  déduisent^  de  ce  triangle,  comme  ceux  que  nous 
venons  d'énumérer  se  déduisent  du  triangle  ABC.  Mais  les 
circonférences  ABH,  ABC  soin  égales  (Th.  CVIII,  Rem.  II); 
donc  la  seconde  est  tangente  à  seize  cercles  remarquables  ;  donc 
la  circonférence  Q,  est  également  tangente  à  seize  nouveaux 
cercles.  Le  même  raisonnement  est  applicable  aux  triangles  BCH, 
CAH,  et  aux  trente-deux  cercles  qui  en  dérivent  (*)• 


(*)  Après  avoir  démontré  que  la  circonférence  ^  touche  soixante-quatre 
eercles  remarquables  (autres  que  ceux  dont  il  vient  d'être  question),  M.  John 
Casey  ajoute  :  •  Il  est  aisé  de  voir,  par  le  moyen  des  64  cercles  de  Tar- 

•  liele  12,  que  le  cercle  û  en  touche  256  autres;  et,  par  le  moyen  de  ceux-ci, 

•  qu'il  en  touche  i024;  et  ainsi  de  suite.  »  —  Si  Ton  a  égard  aux  toixanie- 
dàx  pointé  nouveaux,  résultant  des  Théorèmes  CVII  et  CXI,  puis  à  ceux  que 
donnerait  la  combinaison  répétée  de  ces  théorèmes  avec  ceux  de  Hart  et 
dUamlItOD,  on  voit  que  la  série  infinie  des  points  remarquables,  situés  sur  la 
circonférence  û,  se  troure  beaucoup  accrue. 
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Tlié«r*Mc  CSIII. 


Soient  deux  trianglet  ABC,  A'B'C,  xemblablex  et  tembl^lement 
ptacét.  Si  un  triangle  abc  est  inscrit  au  premier  et  circonscrit  au 
second,  l'aire  de  ce  troisième  triangle  est  moyenne  proportiomwUe 
entre  les  aires  des  deux  premiers  (*). 

Soit  I  le  centre  de  similitude  des  deux  premiers  triangles.  Si 
l'on  fait  voir  que  le  quadrilatère  lA'CB' 
est  moyen  proportionnel  entre  les  trian- 
gles lA'B',  lAB,  le  lliéorème  sera  dé- 
montré. Or,  ce  qundrilslère  est  équi- 
valent au  triangle  lAB';  et  l'on  a, 
simultanément  : 

lA'       IB' 


lA'B'       lA'       lAB'       IB' 

lAB'  "lA  '     lAB  ~1B 

donc 

lAB'       lAB' 

lAB'  ~1AB 

Par  un  point  donné  A ,  mener  une  droite  qui  passe  au  point 

\e  concours  de  deux  droites  BC,  DE,  que  l'on  ne  peut  prolonger. 

Première  solution.  Traçons  deux  parallèles  quelconques  FG, 

IF'G',  qui  coupent  BC  en  G,  G',  et  DE  m  F, 
F'.  Tirons  FA;  et,  par  le  point  F',  menons 
F'A'  parallèle  h  cette  droite.  De  même,  me- 
nons GA  et  sa  parallèle  G'A'  :  AA'  sera  la 
droite  cherchée. 


(')  Ce  thforème,  éaonoj  d'une  mtnUrc  un  peu  diET^renlc,  lembla  dû  ■ 
M.  Hoppj,  de  HutI  {TAe  educalional  Timt;  1863).  Il  m'a  été  communiqué  pir 
M.  OwELsaïuTiRg,  l'un  de  met  collègues. 
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En  effet,  les  triangles  AFG»  AT'G'^  semblables  et  semblable-* 
ment  placés,  ont  un  centre  de  similitude,  par  lequel  passent  les 
droites  BC,  DE,  A A\ 

Seconde  solution.   Après    avoir   tracé,  arbitrairement,  une 

transversale  XY  ;  menons ,  d'un  point  M 
de  cette  ligne,  deux  autres  transversales 
MGF,  MG'F',  qui  coupent  en  G ,  G',  F, 
F'  les  droites  BC,  DE.  Tirons  ensuite 
les  droites  AG,  AF;  et  soient  N,  P  les 
intersections  de  ces  lignes  avec  la  trans- 
versale X Y.  EnCn ,  menons  NG',  PF'  : 
le  point  A',  où  ces  nouvelles  droites  se 
coupent,  appartient  à  la  droite  cher- 
chée (Th.  XI,  Réciproque). 

Remarques,  —  1.  Cette  solution  a,  sur 
la  première,  Tavantage  d^exiger  seule- 
ment l'emploi  de  la  règle. 

II.  La  seconde  construction  est,  pour  ainsi  dire,  la  perspective 
de  la  première  (*). 

PMMèaie  II. 

Partager  un  quadrilatère  ABCD,  dans  un  rapport  donné,  par 
une  droite  MN,  parallèle  à  une  direction  donnée  EF. 

Soit  £  le  rapport  donné ,  de  manière  que 

ABMN       p 
MNCD  ^  q 

Prolongeons  les  côtés  BC,  AD  jusqu'à  leur 
rencontre  0.  Nous  pouvons  remplacer  la  pro- 


(*}  La  Perspective  y  ou  Projection  conique  ^  peut  souvent  être  employée 
comme  moyen  de  démonstration.  Voyez  les  Traités  de  Lavit,  Hachette, 
Leroy,  La  Gournerie,  etc. 


184  THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

portion  précédente  par  celle-ci  : 

OAB  —  OMN      p 
OMN  —  OCD  ""  q  ' 

ou  bien 9  en  substituant ,  aux  triangles  OAB,  OMN,  OCD,  les 
rectangles  proportionnels  : 

OA.OB  — OM.ON      p 
OM.ON  — OC.OD'^ç' 

Celle  proportion  donne 

OM.ON=— ^.OA.OB-H— ^    OC. CD. 
p  -^  q  P  "♦"  9 

Mais,  MN  étant  parallèle  à  la  droite  EF,  on  a 

OM  _0E 
ON  ""  ÔF  ' 

Par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre,  . 

(5M'=f— ^.OA.OB-H  -^.OC.Od)??. 
\p  -^  q  P  "*"  9  '  ^F 

Soit  OG  une  moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OB;  soit 
OH  une  moyenne  proportionnelle  entre  OC  et  OD.  Nous 
aurons 

%     (    q      1         p      ï\OE 

\p-*-9  p-*-9         /OF 

On  voit  que,  pour  déterminer  OM,  il  suffit  d'appliquer 
les  solutions  de  ces  problèmes  :  construire  un  carré  qui  soily  à 
un  carré  donné ,  dans  un  rapport  donné;  trouver  un  carré 
équivalent  à  la  somme  de  deux  carrés  donnés  (*). 


(*)  On  peut  aussi  construire  OM  au  moyen  de  plusieurs  quatrième» 
proporiionnelles  et  d^unc  moyenne  proportionnelle. 
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Inêcrire  un  carré  MNPQ  à  un  triangle  donné  ABC. 

Abaissons  la  hauteur  AD  du  triangle;  et,  sur  AD  oorome 

côté,  construisons  un  carré  ADEF.  Les  deux 
carrés  étant  semblables  et  semblablement 
placés  y  les  droites  qui  joignent  les  sommets 
homologues  concourent  en  un  même  point, 
lequel  est  évidemment  le  sommet  B. 

Ainsi  y  pour  résoudre  le  problème  :  on 
mène  AP  parallèle  à  la  base  BC  et  égale  à  la  hauteur  AD;  on 
trace  BF,  qui  coupe  AC  au  sommet  cherché  N  ;  etc. 

Remarques.  —  L  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c  les  côtés  du 
triangle;  par  a' y  b',  c'  les  hauteurs  correspondantes;  par  oc,  j/,  z 
les  côtés  des  Irots  carrés  qui  satisfont  à  la  question,  on  trouve 


aa'  bb'  ce' 


« 

II.  On  peut  conclure,  de  ces  valeurs,  que  le  plus  grand  carré 
s^appuiesur  /ç  plus  petit  côté  du  triangle. 


PjroMèaie  lY. 

A  un  quadrilatère  donné,  ABCD ,  drconscrtre  un  quadrilatère 
MNPQ  semblable  à  un  autre  quadrilatère  donnée  mnpq. 

Les  angles  du  quadrilatère  MNPQ,  respectivement  égaux  à 
ceux  de  mnpq 9  sont  connus.  Par  suite,  les  sommets  N,  Q 
doivent  être  situés  sur  deux  arcs  AQD ,  BNC ,  capables  de  deux 
angles  donnés. 

Soient  E ,  F  les  intersections  de  la  diagonale  QN  avec  les 
prolongements  de  ces  arcs  :  le  problème  se  réduit  à  la  détermi- 
nation des  points  E ,  F. 
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Or,  les  angles  HQN,  HNQ,  respectivement  ^ux  à  mqn, 


mnq,  sont  connus.  Donc  si  l'on  prend,  arbilrairemeni ,  sur  les 
deux  cîrconférenees,  les  points  Q',  N',  et  que  l'on  fasse 

angUKQ'E  =  mqn,    angteBti'V  =  mnq, 

les  points  E,  F  seront  déterminés  (*). 


Itucrire,  à  un  rectangle  donné  ABCD,  un  rectangle  tênMabU 
à  un  autre  rectangle  donné  EPGR. 

Renversons  d'abord  la  question,  et  proposons-nous  de  arcon- 
—  _  tertre,  au  rectangle  EPGH,  un  rectangle 

I  MNPQ  lembldfle  au  rectangle  ABCD. 
I       Ce  problème  inverte,  cas  particulier  du 
I  Problème  IV,  peut  être  résolu  aussi  comme 
I  il  suit  : 

L'angle  M  étant  droit,  le  sommet  M 
appartient  A  la  circonférence  décrite  sur  EF  comme  diamètre; 


(')  Cette  élégante  solation  m'a  été  Indiquée  par  N.  Netiberg,  profcstear 
ï  l' Athénée  de  Ll^. 
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donc  il  8*agil  d*évaluer  Tun  ou  Tauti'e  des  segments  EM»  MF, 
on  seulement  leur  rapport. 
Les  triangles  EMF,  FNH,  évidemment  semblables  »  donnent 

EM_MF_EF 
FN  ~  NÏÏ  ""  FH 

D^ailleursy  le  rectangle  NMPQ  devant  être  semblable  à  ABCD, 

on  a 

MN      AB 

NI*  ""BC  ' 

ou,  à  cause  de  PH  =  £M  : 

MF  H-  FN      AB 
"NiTTÊM  ■"  BC  * 

vif 

^  Remplaçons ,  dans  cette  dernière  proportion  »  FN  par  EM  .jg , 
et  IHH  par  MF.^  ;  nous  aurons 

.   FH 
MF^-EM— - 

EF        AB 


FH       BC 
EM  ^  MF.  — 
EF 

puis  9  par  un  calcul  très-simple , 

EM       EF.BC  — FH.AB 
MF  ""EF.AB  — FH.BC' 

Le  rapport  des  segments  EM,  MF  étant  connu,  on  peut 
déterminer  le  point  M  par  sa  projection  I  ;  et  alors  le  rectangle 
MNPQ  sera  connu. 

Si  ensuite  Ton  divise  AB  dans  le  rapport  de  MF  à  FN,  on 
aura  le  sommet  B  d'un  rectangle  RSTÛ,  inscrit  à  ABCD,  et 
semblable  à  EFGH. 

Remarque.  Ce  problème  donne  lieu  A  une  intéressante  discus- 
sion algébrique. 
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Par  «n  point  0,  tittté  sur  la  bitsectrice  d'un  angle  droit  CAB, 
nicn«r  une  tranveraale  MN  telle,  que  le  segment  de  cette  droite, 
compris  entre  les  côtés  de  iangle,  ait  une  longueur  donnée  I. 

Du  point  donné  0,  abaissons,  sur  les  cdtés  de  l'angle,  les 


perpendiculaires  égales  OD ,  OE.  Par  le  pied  N  de  la  transver- 
sale cherchée,  menons  NF  perpendiculaire  à  MN,  puis  NG 
perpendiculaire  à  DO.  Si  le  point  F,  où  NP  rencontre  DO 
prolongée,  était  connu,  on  obtiendrait  le  point  N,(tn  décrivant, 
sur  OF  comme  diamètre ,  une  demi-circonférence. 

Or,  les  triangles  rectangles MDO,  FGN  sont  égaux;  car ilsmt 
les  côtés  perpendiculaires ,  et  DO  =  OE  =  GN.  Donc  HO—  NF. 
Il  suit  de  \k  que 

MN*-=  P  =  (ON -*-  NF)'  =  ÔnV  NFV  20N.NF. 
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D'un  autre  côté,  le  triangle  OMF  étant  rectangle  en  0,  on  a 

•qS*  H- NF*  ==  Of*,    0N.NF  =  0F.GN  =  0F.0E. 
L'égalité  précédente  devient  donc 

/«==0F*^2OF.OE, 
ou 

P«0F(0F-*.20D). 

Supposon$  que,  du  point  D  comme  centre,  avec  DP  pour 
rayon,  nous  décrivions  la  circonférence  FHF\  et  que  nous  prolon- 
gions EO  jusqu'à  sa  rencontre  H  avec  la  circonférence.  Nous 
aurons 

0F'  =  0F  +  20D,    Tm'«OF.OF'; 
d'où,  à  cause  de  P=OF.  OF, 

OH=r=/. 

Il  faut  donc,  pour  résoudre  le  problème  :  l"*  prendre  OH»/; 
3"  décrire,  du  point  D  comme  centre,  la  circonférence  FHF'; 
3*  décrire,  sur  OF  et  OF'  comme  diamètres,  les  circonférences 
ONF,  ON'T';  4**  joindre  le  point  0  avec  les  points  où  ces  circon- 
férences coupent  AB  ou  son  prolongement  :  les  droites  MN, 
M'N',  M"N",  M'"N'"  satisfont  à  l'énoncé,  ou  à  l'énoncé  gêné- 
ralisé. 

Remarques.  —  I.  Si  la  longueur  donnée  /  est  moindre  que  le 
double  de  AO,  la  circonférence  OF  ne  coupe  pas  AB,  et  les 
solutions  MN,  M'N'  n'existent  plus. 

IL  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  est  connue  sous 
le  nom  de  Problème  de  Pappus  (*). 


{*)  Pappus,  Géomètre  grec,  vivait  dans  le  quatrième  siècle;  il  est  surtout 
eélM>re  par  i'ouvrage  intitulé  :  ColUetiont  mathématiques.  La  discussion  du 
Problème  de  Pappus  se  trouve  dans  mon  Applicaiioti' de  l'Algèbre  à  la 
GéomArie  (iSiS). 


théouèhes  et  problèmes 


Par  un  point  0,  titué  mr  la  bistectriee  d'un  angle  droit  CAB, 
mener  une  transvertale  MN  telle,  que  le  triangle  MAN  loit  équi- 
valent à  un  carré  donné  m'. 

Cherchons,  comme  dans  le  problème  précédent,  Jh  déterminer 
le  point  où  DO  rencontre  NP 
perpendiculaire  i  MN.  Si  nous 
abaissons  FP  perpendiculaire 
à  AB,  nous  aurons,  à  cause 
de  réalité  des  triangles 
MDO,  NPF, 

GFPN  =  2HD0. 
De  même,  le  rectangle  GOEN  est  double  du  triangle  OEN. 

Conséquemmcnt ,  si  nous  construisons  le  carré  DO'E'A  égal 
i  DOEA,  le  rectangle  FPE'O'  sera  double  du  triangle  MAN; 
c'est-b-dire  équivalent  a  Snt*. 

Or,  nous  connaissons  la  hauteur  OE  de  ce  rectangle.  Il  suffit 
donc,  pour  trouver  le  point  F,  de  prendre  O'P  égale  à  ^^> 


Par  un  point  0,  situé  dans  un  angle  droit  CAB,  mener  une 
transvertale  MN  telle,  qae  le  triangle  MAN  toit  équivalent  à  un 
carré  ni'. 

Du  point  donné  O,  abaissons,  surAB,  la  perpendiculaire  OE: 
soit  G'  le  point  où  elle  rencontre 
la  bissectrice  de  l'angle  droit.  Joi- 
gnons le  pied  N  de  la  transversale 
cherchée,  au  point  G',  par  la  trans- 
versale M'O'N.  Il  est  clair  que 

M'AN       M'A       O'E       AE 
MAN  ~  MA  ™  OE  "ÔË  ' 
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Par  suite  y 

AE 

M'AN=m'.  — . 
OE 

Ainsi,  pour  construire  le  point  N  et  la  transversale  MN,  il 
suffit  de  mener,  par  le  point  0',  situé  sur  la  bissectrice ,  une 
droite  M'O'N  qui  détermine  un  triangle  équivalent  à  m^  «ôb  ' 
Le  problème  proposé  est  donc  ramené  au  précédent. 


Pr«Mème  IX. 

Par  un  point  0,  fitué  dans  le  plan  d*un  angle  quelconque  CAB, 
mener  une  transversale  MN  telle,  que  le  triangle  M  AN  soit  équi- 
valent à  un  carré  donné  m'. 

Après  avoir  lire  OE  prallèle  à  AC,  élevons  AC,  EO'  perpen- 
diculaires i  AB,  et  coupons  ces  droites  par 
MM',  00'  parallèles  à  AB  :  les  points  M', 
0',  N  seront  en  ligne  droite,  et  les  triangles 
M'AN,  MAN  seront  équivalents. 

Il  siiflit  donc,  pour  trouver  le  point  N 
et  la  transversale  MN ,  de  mener  par  le 
point  0',  situé  dans  langle  droit  C'AB,  la 
transversale  M'O'N  telle,  que  le  triangle 

M'AN  soit  équivalent  au  carré  donné  m^.  Ce  problème  est  celui 

que  nous  venons  de  résoudre. 

Remarque.  Les  solutions  des  deux  derniers  problèmes  sont 
fondées  sur  le  principe  de  la  transformation  des  figures  (p.  1 62). 


Pr«MèBie  X. 

Par  un  point  0,  situé  dans  le  plan  d'un  angle  CAD,  mener 
une  transversale  MN  telle,  que  le  rectangle  des  segments  A  M,  AN, 
déterminés  par  cette  droite  sur  les  côtés  de  l'angle,  soit  équivalent 
à  un  carré  donné  m^. 

Si  Tangle  donné  est  droit,  le  rectangle  construit  sur  AM  et 
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AN  est  double  du  triangle  MAN;  de  telle  sorte  que  celui-ci 
sera  équivalent  à  la  moitié  du  carré  donné. 

Si  l'angle  A  est  aigu  ou  obtus ,  abaissons  MP 
perpendiculaire  à  AB  :  nous  aurons 

1  1  MP       1     .HP 

c'est-â-dire  que  le  triangle  MAN  sera,  au  carré 
m*,  dens  un  rapport  connu. 
Dans  les  deux  cas,  le  problème  est  ramené  au  précédent. 


PrahiiiBie  XI. 

Par  M»  point  O,  siluê  dans  le  plan  d'un  angle  CKh ,  mener 
«ne  transversale  MN  lelle,  que  le  rectangle  des  tegmenta  de  cette 
droite,  interceptés  entre  le  point  donné  et  les  côtés  de  l'angle,  toit 
équivalent  à  un  carré  donné  m^. 

Après  avoir  tracé  OD  parallèle  h  AB,  prenons,  sur  cette  paral- 
lèle, une  distance  OF,  troisième  propor- 
tionnelle i  OD  et  m.  Nous  aurons 

DO.OF^m'^OH.ON. 

Les  poinu  M ,  N ,  D,  F  appartiennent  donc 
à  une  même  circonférence.  Conséquem- 
ment,  pour  déterminer  te  point  N,  il  suffit 
de  décrire ,  sur  OF,  un  arc  capable  de 
l'angle  ONF  =  MDO=  A. 

Remarque.  Ordinairement,  le  problème  admet  deux  solutions. 


Inscrire,  à  un  angle  donné  CAB,  une  droite  MN  de  Itmgueur 
donnée  I,  de  manière  que  le  rectangle  résultant  toit  équivalent  à 
un  carré  donné  m*. 
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Soie  MP  la  hauteur  du  triangle  cherché  :  nous  aurons 

AN.HP=2m*. 
D'un  autre  côté , 

P  =  ÂM  V  AN*— 2AN .  AP. 

Pour  simplifier  cette  équation  »  et  pour 
y  introduire  le  rectangle  des  côtés  cher- 
chés AMy  AN  y  abaissons  9  d'un  point  quel* 
conque  D  de  AG,  DE  perpendiculaire  sur 
AN.  Nous  aurons  9  en  appelant  p,  q,  r  les 
trois  côtés  du  triangle  rectangle  ainsi  déterminé^ 

AP  =  ^AM,    MP  =  ^AM. 
r  r 

L'équation  précédente  devient  alors 

P^  ÂSV  AN'— 2  -  AN.AM; 

r 

ou  »  à  cause  de 


^AM.AN=: 
r 

2m«: 

p=amVan*- 

—  ♦  —  in . 

P 

Dans  le  second  membre ,  ajoutons 

1  et  retranchons 

il  nous  vient 

2AM.AN»4 

—  m'; 
P 

(AM-t-AN>»  =  /'  + 

4 tn . 

P 

Nous  voyons  donc  qu'indépendamment  du  rectangle  des  côtés 
AM»  AN,  nous  connaissons  la  somme  de  ces  droites.  La  question 
est  ainsi  ramenée  à  un  problème  connu  [ff.,  131]. 

Remarques.  —  I.  Quand  on  veut  décomposer  une  somme 
donnée  y  en  deux  facteurs  dont  le  produit  est  donné ,  le  carré  de 
la  somme  ne  doit  pas  être  inférieur  à  qiuitre  fois  ce  produit. 

Conséquemment ,  la  condition  de  possibilité  du  problème  est 

P-*-  i- m'^sS  —m', 

P  ^     P 
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p 


II.  LeirapporU^,  ^,  ^aoat,  somme  I'od  sait,  désignés  mus 
les  noms  de  timu,  eotmiu  et  tangente  de  l'aDgle  A.  Eo  eraployaol 
ces  dénomimitionB,  nous  aurons,  an  lieu  des  relalions  précé- 
dentes, 

AII.AN  =  -r^«*,    (AII  +  AN)»  =  P  +  *«*cot.lA, 
810.  A  3 

III.  Lorsque  P>=4fli*  (ang.^A,  ta  droite  /  est  la  plus  petite 
possible.  En  même  temps ,  le  triangle  HAN  est  isoscéle  ;  et  la 
valeur  commune  des  côtés  AM ,  AN  est  .  .   ,  .■ 


Inêcn're,  entre  les  côlèt  d'un  angle  donné  CAB,  un  triangle 
HNP  semblable  à  un  triangle  donné  DEP,  et  ayant  un  sommet 
donné  P. 

Décrivons  sur  DP,  homologue  du  côté  inconnu  MP,  un  arc 
capable  de  Tangte  connu  CAP.  Décri- 
vons de  même ,  sur  EF,  un  arc  capable 
de  l'angle  BAP.  Ces  arcs,  qui  se  cou- 
pent en  F,  se  coupent  en  un  second  point 
0.  Menons  OD,  OE,  OF.  Prenons,  sur 
les  côtés  de  l'angle  donné, des  dislances 
AM,  AN ,  déterminées  par  les  propor- 
tions 

of    od     of     oe 
Âp""ah'    ap'^aW 

les  points  M,  N  seront  les  deux  sommets 
cherchés. 

On  justifie  aisément  cette  construc- 
tion. 


DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE. 


À  un  triangle  ABC,  inscrire  «»  triangle  DEF  len^labU  à  un 
triangle  donné  MNP,  et  qui  ait  l'un  de  tes  sommets  situé  en  D, 
(ur  le  côté  AB. 

Sur  le  c6ié  MN,  homologue  du  côté  inconnu  DE,  détrivonB 


un  arc  capable  de  l'angle  B.  De  même,  décrivoDs  sur  MP  ud  arc 
capable  de  l'angle  A.  Menons  ensuite,  par  le  même  point  M, 
une  droite  A'B'  telle,  que  l'on  ait 

HA'      DA 

ce  problème  auxiliaire  ne  présente  aucune  difficulté. 

Cela  posé,  si  nous  menons  A'P  et  B'N,  nous  formons  un 
triangle  A'B'C,  semblable  au  triangle  ABC;  car  ces  triangles 
ont,  par  hypothèse,  deux  angles  égaux,  chacun  i  chacun.  Il 
suffit  donc,  pour  achever  la  construction,  de  faire  les  angles 
ADF,  BDE,  respectivement  égaux  à  A'UP,  B'MN  :  on  obtient 
ainsi  les  sommets  F,  E. 


Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  hauteurs. 
Désignons  par  a,  6,  g,  les  côtés  du  triangle,  et  par  a',  b',  c', 
les  hauteurs  correspondantes.  Nous  avons 
aa'  =  bb'  •:=  ce'  ; 
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d'où 

a       b  e 


Celle  proportion  continue  apprend  que  le  triangle  cherché  est 
semblable  à  celui  dont  les  côtés  seraient  6%  a',  et  une  quatrième 
proportionnelle  à  e',  a\  b'.  Si  Ton  construit  ce  triangle  auxiliaire, 
il  sera  facile  ensuite  de  tracer  le  triangle  cherché ,  en  observant 
que,  dans  deux  triangles  semblables  »  les  hauteurs  correspondant 
aux  côtés  homologues  sont  des  droites  homologues. 

Remarque.  Le  problème  est  possible ,  si  Ton  peut  construire 
le  triangle  auxiliaire.  Admettons  que  Ton  ait  a'  >  6'  >  cf,  d*où 

'IL'        * 

a'  <  ^.  Alors  la  condition  de  possibilité  est 


e' 

a'5' 


<  o'  +  6'. 


Construire  un  triangle,  connaissant  deux  hauteurs  et  le  rayon 
du  cercle  inscrit. 

Soient  :  a^  6'  les  hauteurs  données;  a,  6,  les  côtés  inconnus 
correspondants  ;  c,  le  troisième  côté  ;  r,  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

L*aire  du  triangle  est  représentée  par  chacune  des  trois  expres- 
sions , 

too',    466',     i(a-f-6  +  f)r; 

donc 

aa'  =B  66'  =  (a  4-  6  H-  c)r  ; 

d*où 

a        6       a  -fr-  6  -^  c 

l/'^V^       a'V 

r 

On  voit  j  par  cette  proportion  continue,  que  le  triangle  cherché 
est  semblable  &  celui  dont  deux  côtés  et  le  périmètre  seraient 
6',  a',  et  la  quatrième  proportionnelle  à  r,  a\  b\  Le  problème 
peut  donc  être  regardé  comme  résolu. 
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Construire  un  tria$igle,  con$iais8ant  la  kauteurlfk'  abaissée  sur 
le  côté  inconnu  a»  le  rayon  r  du  cercle  inscrit,  et  le  rayon  a  du 
cercle  ex-inscrit,  tangent  au  côté  a. 

En   raisonnant  comme  dans  le  problème  précédent ,  on  a 

d abord 

aa'  «s  (a  -h  6  •«•  c)r  =  (6  -»-  c  —  a)a. 

On  déduit  y  de  ces  deux  égalités , 

.  aa'       .  aa' 

o  -H  6  -*-  c  =  — ,    6  -♦-  c  —  a  =  —  ; 

r  « 

puis  f  de  celles-ci  : 

a'      âVr        «/ 

Cette  équation  de  condition  entre  a',  r  et  a  nous  apprend 
que  : 

Dans  tout  triangle,  l'inverse  de  chacune  des  hauteurs  est  égale 
à  la  demi-différence  entre  l'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit,  et 
IHnverse  du  rayon  du  cercle  eoD'inscrit,  opposé  à  cette  hauteur. 

Conséquemment  aussi  : 

ToiM  les  triangles  dans  lesquels  les  rayons  du  cercle  inscrit  et 
de  l'un  des  cercles  ex-inscrits  sont  constants  ^  ont  même  hauteur. 

En  revenant  au  problème  proposé,  nous  voyons  qu*il  est  tndé- 
terminé  ou  impossible,  selon  que  les  données  satisfont  ou  ne  satis- 
font pas  à  la  relation 

1=1(1-1). 

a'       2  \r       al 


rr«Mèaio  X¥II1. 


Construire  un  triangle,  connaissant  la  hauteur  a'  abaissée  sur 
le  côté  inconnu  a,  et  les  rayons  ^,  y  des  cercles  ex-inscrits, 
tangents  aux  côtés  h,  c. 
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Nous  avons,  par  les  diverses  expressions  de  Taire  du  triangle 
aa'  sa{a+  c  —  6)j3  «a  (a  -«-  6  —  c)y  ; 
puis  9  par  un  calcul  semblable  au  précédent  : 


aa'  aa' 


a-4-c  — 6= — ,    o-f-6  —  c= — ; 

P  y 


et 


a'       2\ô       W 


P 

Ainsi,  (/ans  /ou/  triangle ^  l'inverse  de  chacune  des  hauteurs  est 
égale  à  la  demi-somme  des  inverses  des  rayons  des  cercles  ex- 
inscrits ,  adjacents  à  cette  hauteur. 


Construire  un  triangle,  connaissant  les  rayons  a,  ^,  y  des  trois 
cercles  ex-inscrits. 

On  a,  comme  précédemment, 

«(6  -»-  c  —  a)  =  p(c  -4-  o  —  6)  «3  y  (a  -♦-  6  —  c)  ; 

d^où 

6 -I- c  —  a       c -^  a  —  6       0-4-6  —  c 


p 


(f) 


On  déduit,  de  cette  proportion  continue, 

a  b  c 


r  r 


Ainsi,  le  triangle  cherché  est  semblable  à  celui  qui  aurait 
pour  côtés 


a  H >     p  -♦- ,     a  -h  p. 
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Si  l'on  coDstruit  ce  triangle  auiiliaire,  et  que  l'on  décrive  les 
trois  cercles  qui  le  toucbeat  extérieurement,  il  suffira,  pour 
avoir  le  triangle  cherché,  de  mener  des  parallèles  aux  côtés  du 
triangle  auxiliaire,  à  des  distances  des  trois  centres  respective- 
ment égales  à  a,  p,  y, 

rraMtaM  SX. 

Construire  un  triangle,  connaissant  le  rayon  r  du  cercle 
inscrit ,  et  les  rayons  «,  ^  ds  deux  des  trois  cercles  ex-inscrits. 

Ce  problème  se  résout  aussi  facilement  que  le  précédent,  et 
par  les  mêmes  considérations. 


rr«MfaMe  SSI. 

Décrire  une  àreonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés  A , 
B,  et  qui  touche  une  droite  donnée  CD. 
Soit  0  le  centre  de  la  circonrérence  demandée,  et  soit  E  le 

I  point  de  contact  de  celte  circonTé- 
rence  avec  la  droite  CD.  Menons 
AB,  et  prolongeons  celte  droite 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  CD,  en  F. 
La  tangente  FE  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  FA  et  FB;  donc 
le  point  E  se  détermine  aisément.  Ce  point  étant  connu,  on 
obtient  le  centre  par  l'intersection  de  EO  perpendiculaire  à  CD, 
avec  GO  perpendiculaire  au  milieu  de  AB. 

Remarque.  Le  problème  admet  ordinairement  deux  solutions. 
Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  les  points  A,  B  soient  d'un 
même  eâté  de  CD. 


Décrv-e  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  dfmnét  A , 
B,  et  qui  touche  une  circonférence  donnée  I. 
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Soit  E  le  point  de  contact  de  la  eiroonférence  demandée  O  avec 
la  cireonféreoce  donnée  I.  Soit  F  le 
point  où  la  droite  AB  rencontre  la 
tangente  conunune  EF.  Si  Rons  me» 
Dons  une  sécante  quelconque  PDC , 
nous  aurons 

TE*=FA.PB=-FD.FC. 
Ainsi,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
appartiennent  i  une  même  circonfé- 
rence. 
Pour  résoudre  le  problème,  il  faut  donc  :  1*  décrire  une 
circonférence  passant  par  les  points  A ,  B  et  coupant  la  circon- 
férence donnée;  2*  tirer  tes  cordes  AB,  CD,  et  les  prolonger 
jusqu'à  leur  rencontre  en  F;  3*  décrire,  sur  IF  comme 'dia- 
mètre, une  dernière  circonférence  :  celle-ci  détermine  les  points 
E,  E',  où  la  circonf^ence  donnée  touche  les  deux  cerdes  cher- 
chés. Le  problème  s'achève  «omroe  le  précédent. 


rrvhMaM  XXUI. 

Décrire  i«w  àrconférence  0  qui  patte  par  un  point  donné  A, 

el  qtti  touche  deux  droite»  MN,  PQ. 

Que  les  droites  MN,  PQ  se  coupent  ou  qu'elles  soient  paral- 
lèles, nous  pouvons  facilement 
construire  leur  axe  de  symétrie 
CD,  axe  qui  est  aussi  celui  de 
toute  la  ligure.  Si  donc  nous  abais- 
sons AEA'  perpendiculaire  h  CD, 
et  que  nous  prenions  EA'  =  EA  -, 
le  point  A'  appartient  à  la  circonfé- 
rence demandée.  Conséquemmcnt 

il  suffit  de  foire  passer,  par  les  points  A,  A',  une  circonférence 

qui  touche  la  droite  PQ  (Prob.  XXI). 
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rrafelèM*  XXIV. 


Décrire  une  circonférence  0  qui  ptme  par  un  point  donne  A, 
et  qui  touche  deux  circonférence»  donnèet  B,  C. 

Soient  D,  E  les  points  de  contact  inconnus.  Menons  la  corde 

IED ,  et  proIongeons-U  jus- 
qu'A  sa  rencontre,  en  F,  avec 
la  ligne  des  centres.  Les  cir- 
confërenceE  B,  0  se  touchant 
exiéricurement  en  E,  ce  point 
de  contact  E  est  un  centre  de 
similitude  inverse.  De  même,  les  cîrconrérences  0,  C  ont,  pour 
centre  de  similitude  inverse,  le  point  D.  Donc  (G.,  331)  F  est  le 
centre  de  similitude  directe  des  circonférences  données. 

Si  nous  prolongeons  FDE  jusqu'à  sa  rencontre,  en  L,  avec  la 
circoorérence  B,  les  points  D,  L  seront  homologues  dans  les 
circonréreaces  donnera;  et,  en  appelant  H,  H',  K,  K'  les  points 
de  rencontre  de  BG  avec  ces  lignes,  nous  ^aurons 
FL       FH 

fd"fk^ 

D'ailleurs, 

Fa.PH'  — FL.FB; 

donc,  en  multipliant  membre  k  membre, 
FH.KK'  =  FD.FE. 

Cette  relation  nous  apprend  que  les  quatre  points  H',  K',  D,  E 
sont  sur  une  même  circonférence. 

Soit  maintenant  G  le  point  inconnu  où  la  droite  AP  rencontre 
le  cercle  cherché  0.  Nous  aurons  encore 

FD.FE—FA.FG; 

d'où,  i  cause  de  l'égalité  précédente, 

FB'.FK'  =  FA.FG. 
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Ainsi,  les  quatre  points  A ,  H',  K%  G  sont  situés  aussi  sur  une 
même  circonférenee. 

Cansiruciion.  —  Après  avoir  mené  la  ligne  des  centres  »  et 
avoir  eonstruit  le  centre  de  similitude  F,  on  trace  AF.  Par  les 
points  A,  H',  K',  on  ftît  passer  une  circonférence»  laquelle 
coupe  AF  en  un  point  G.  II  suffit  ensuite  de  faire  passer,  par  les 
points  A  y  G,  une  circonférence  qui  touche  Tun  des  deux  cercles 
donnés  (Prob.  XXII)  :  elle  touche  aussi  raulre,  et  satisfait  à  la 
question  (^ 

Remarque.  Par  les  points  A ,  G ,  on  peut  faire  passer  deux 
circonférences  tangentes  au  cercle  B.  D*un  autre  c6té,  si,  dans  la 
construction  précédente,  on  substitue  le  centre  de  similitude 
inverse  au  centre  de  similitude  directe^  on  doit  remplacer  le  point 
H'  par  le  point  H.  On  trouvera  donc,  au  lieu  du  point  G,  un 
certain  point  G'.  Si,  par  les  points  A, G',  ont  fait  passer  deux 
circonférences  tangentes  au  cercle  B,  elles  satisferont  encore  à  la 
question.  Celle-ci  peut  donc  admettre  quatre  solutions. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d^examiner  dans  quels  cas  le 
nombre  des  solutions  est  inférieur  à  quatre. 


Décrire  une  circonférence  0  qui  passe  par  un  point  donné  A, 
et  qui  touche  une  droite  donnée  BG  et  une  circonférence  donnée  1. 

Soit  E  le  point  inconnu  où  la  circonférence  cherchée  touche 
la  droite  BG ,  et  soit  D  le  point  de  contact  des  deux  circonfé- 
rences. Menons  01 ,  qui  passe  par  ce  point  D  ;  traçons  le  rayon 
OE;  menons,  par  le  centre  donné  I,  la  droite  FIKH  perpendi- 
culaire &  BG  ;  enfin,  tirons  les  cordes  ED,  FD,  DK. 


(*)  Alors  qu*il  était  élève  à  TÉcole  polytechnique,  Caachy  a  donné  une 
autre  solution  de  ce  problème,  fondée  sur  le  Théorème  XVll  du  Livre  II, 
théorème  qui  parait  appartenir  à  Tillustre  Géomètre.  Voyez  Correspon' 
daneetur  VÉcoU  polytechnique,  1. 1,  p.  493. 
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Le  riyon  OE,  perpendiculaire  à  la  tangente  BC,  esl  parallèle 
&  IP;  donc  les  angles  EOD,  FID  sont 
égaux,  comme  alternes  internes,  et 
.  les  triangles  isoscèles  EOD ,  FID  sont 

semblables.  Par  suite,  les  points  E, 
D,  F  sont  sur  une  même  ligne  droite. 
De  là  résulte  que  l'angle  EDK  est 
droit,  parce  qu'il  est  supplémentaire 
de  l'angle  FDK,  inscrit  à  un  demi- 
-  cercle. 

Le  quadrilatère  EDKH,  ayant  deux  angles  opposés  droiu,  esl 
inscriptible.  On  a  donc 

FD.FB=»FK.FtI. 

Soit  G  le  point  où  la  droite  connue  AF  rencontre  la  circonEé- 
renoe  cherchée  0.  On  a  aussi 

FA.FG  =  FD.FE. 

La  comparaison  de  ces  deux  égalités  donne 

FA.FG  — FK.PH. 

Ainsi ,  les  points  A ,  G ,  K ,  H  sont  situés  sur  une  même  circon- 
férence. 

On  construira  donc  aisément  le  point  G,  après  quoi  il  ne  s'agira 
plus  que  de  faire  passer,  par  les  points  A,  G,  une  circonférence 
tangente  à  la  droite  BC  (Prob.  XXI). 

Bemmiiw.  Ordinairement,  il  y  a  deux  circonférences  passant 
par  les  points  A,  G,  et  tangentes  à  la  droite  BC.  D'un  autre 
c6té ,  si  l'on  remplace  le  point  F  par  le  point  K ,  et  vice  ver«a ,  le 
point  G  sera  lui-même  remplacé  par  un  auUe  point  G'.  Le  pro- 
blème peut  donc  admettre  quatre  solutions. 
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Décrire  une  circonférence  O  qui  louche  deux  droileë  donnéti 
AB,  AC,  et  une  circonférence  domUe  I. 

Soient  N,  P ,  R  les  points  de  contact  de  la  cireoDrércnee  0 
avec  les  droites  données 
et  avec  la  circoarërence 
I.  Menons  ON,  OP,  OR; 
du  point  0,  décrivons 
une  circonférence  qui 
passe  par  le  centre  I 
de  la  circonférence  don- 
née  :  elle  coupe  les  pro- 
longements des  droites 
ON,  OP  en  des  points 
M,  Q  tels,  que 

HN=PQ«1R. 

Conséquemmeni,  si  Ton  mène  des  parallèles  A'B',  A'C  aui 
droites  AB,  AC,  qui  en  soient  distantes  d'une  longueur  égale 
au  rayon  IR  de  la  circonférence  donnée,  ces  parallèles  seront 
tangentes  à  la  circonférence  01. 

On  est  donc  ramené  à  trouver  le  centre  O  d'une  circonférence 
passant  en  un  point  donné  I ,  et  tangente  i  deux  droites  données 
A'B',A'C(Prob.  XXllI). 

Remarque.  Si  l'on  construit  les  droites  A"B",  A"C,  symé- 
triques de  A'B',  A'C  par  rapport  k  AB,  AC,  respectîveilient,  on 
pourra  trouver  deux  nouvelles  circonférences  auxiliaires  passant 
en  1,  et  tangentes  à  A"fi",  K"C".  Le  problème  comporte  d<H)c, 
au  plus,  quatre  solutions  (*). 


(')  Dêas  h  Journal  d»  PÉeole  polj/lethnigu*  (H'  Cahier,  p.  IBS),  le  pr»- 
blimedoDt  il  s'agit  est  place  parmi  ceux  qui  ont  huit  solutîona.  Cette  légère 
inadTerlRnee  ne  dimiauc  en  rien  la  valeur  du  célèbre  Hémoire  de  Gaultier. 
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Pi«MtB«  SXTII. 


Décrire  une  circonférence  tangente  à  une  droite  donnée  PQ  et 
à  dewc  circonférences  données  AN,  BM. 

Il  peut  arriver  plusieurs  cas  :  1'  la  circonférence  cherchée 
peut  toucher  exiérieuremeot  les  circonférences  données;  3*  elle 
peut  les  loucher  intérieurement;  3°  elle  peut  toucher  l'une  d'elles 
intérieurement  et  l'autre  extérieuremeol. 
Soit ,  pour  fixer  les  idées ,  0  le  centre  d'une  circonférence 
tangente  &  la  droite  PQ  et  tangente, 
exténeuremenl,  aux  circonférences 
données.  Décrivons,  du  point  O  com- 
me centre,  une  circonférence  passant 
j  par  le  centre  A  du   plus   petit  des 
I  cercles  donnés  ;  elle  touchera  la  ctr- 
conrérence  décrite  du  point  B,  comme 
I  centre,  avec  un  rayon  fiF  égal  ii  la 
difTérence  des  rayons  donnés;  elle 
louctiera  aussi  la  droite  P'Q'  menée  parallèlement  à  PQ,  à  une 
distance  de  cette  droite  égale  au  rayon  AD  de  la  peute  circon- 
rérence.  La  question  est  donc  ramenée  au  Problème  XXV. 

Remarque.  Des  quatre  circonférences  satisfaisant  à  ce  dernier 
prohiéme,  il  n'y  en  a  que  deux  qui  conduisent  &  des  solutions  de 
la  question  proposée  ;  ce  sont  les  circonférences  tangentes,  esté* 
rieurement,  au  cercle  BF.  En  effet ,  si  l'on  considère  une  circon- 
férence  O'  passant  en  A ,  tangente  k  P'Q'  et  ayant,  avec  le  cercle 
fiF,  un  contact  intérieur,  une  circonférence  concentrique  avec  C 
peut  bien  toucher  le  cercle  AD  et  la  droite  PQ;  mais  elle  ne 
louche  pas  la  circonférence  BC. 

Si  l'on  remplace  P'Q'  par  la  droite  P"Q",  symétrique  de  P'Q' 
relativement  à  PQ,  et  que  l'on  conserve  la  circonférence  auxi- 
liaire  BF,  on  trouve  deux  autres  cercles  satisfaisant  à  la  ques- 
tion. 

Enân,   les  droires  P'Q',  P"Q",  successivement  combinées 
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avec  une  circonférence  décrite  du  point  B  comme  centre,  et 
dont  le  rttyoo  soit  BC  -i-  AD,  donneront  encore  quatre  soluUoni 
du  problème.  Le  nombre  de  ces  solatktiu  peut  donc  s'élever  h 


Décrire  une  circon/ërvm»  fan$renfe  à  trois  circonférencet 
données  A,  B,  C. 

Première   solution.  Soit  0  le  centre  de  la    circonrérencc 
demandée,  et  soient  M,  N,  P  les  points  de  contact  inconnus. 
Menons  OA,  OB,  OC.  Décrivons,  du 
point  0  comme  centre,  une   circonfé- 
rence qui  passe  par  le  centre  B  du  plus 
petit  des  cercles  donnés ,  et  qui  coupe  les 
rayons  OA,  OC,  aux  points  D,  E  :  elle 
sera  tangente  aux  cercles  qui  seraioit 
décriu  des  points  A,  C  comme  centres, 
avec  AD,  CE  pour  rayons.  La  question  est  donc  ramenée  i 
celle-ci  :  décrire  une  circonférence  OB  qui  passe  par  un  point 
donné  B,  et  qui  touche  deux  circonférences  données. 

Ce  dernier  problème  a  été  résolu  ci-dessus  :  il  admet  quatre 
solutions,  parmi  lesquelles  deux,  seulement,  peuvent  conduire  à 
des  solutions  du  problème  actuel. 

En  remplaçant  les  cercles  AB,CEpar  deux  cercles  ayant  pour 
rayons,  respectivement,  AM-t-BP,  CN -H  BP,  et  en  conibinaol 
deui  &  deux  ces  cercles  et  les  deux  premiers,  on  trouvera  les 
six  autres  circonférences  qui  satisfont  à  la  question. 

Seconde  solution.  L'élégante  solution  qu'on  va  lire  est  due  en 
partie  i  Bobillier,  en  partie  à  Gergonne;  elle  est  extraite,  presque 
textuellement,  de  la  Géométrie  du  premier  de  ces  savants  profes- 
seurs. 

Les  circonférences  données  peuvent  èirc  touchées  toutes  trois 
extérieurement  ou  toutes  trois  intérieurement;  chacune  peut  être 
touchée  extérieurement  ei  les  deux  autres  intérieurement,  ou 
bien  intérieurement  et  les  deux  autres  extérieurement. 
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Deux  circonférences 
qui  déterminent,  sur 
chacune  des  trois  âr- 
conférences  données , 
un  contact  esiérleur  et 
un  contact  intérieur , 
sont  appelées  circonfé- 
rences conjuguées. 

Considérons  les  cir- 
conférences conjuguées 
abc,a'b'c,  qui  touchent 
les  circonférences  don- 
nées, l'une  extérieure- 
ment et  l'autre  inlérieu- 
rement.  Le  point  de 
contact  a'  est  le  centre 
de  similitude  directe  de 
a't/c'i  aa'a";  le  point 
de  contact  a  est  le  cen- 
tre de  s  rmil  itude  inverse 
de  abCfOa'a".  Donc  la 
droite  aa'  doit  passer 
par  le  centre  de  simili- 
tude inverse  de  abc, 
a'6'c'.  Il  en  est  de  même 
pour  bb'  et  pour  ce.  Par 
conséquent,  ces  trois 
droites  concoureni  en 
un  point  o,  qui  est  ce 
centre  de  similitude.  De 
plus.si  Ton  prolonge  aa' 
en  s,  et  ce'  en  t,  les 
droites  os  et  oa',  ot  et  oc' 
sont  homologués;  d'où 
résulte 
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OU 

*■ 

os. 

oe'» 

^oa' 

\ot. 

On 

a  aussi 

oe 

.0(s 

=  08. 

oa; 

et, 

par  conséquent, 

oc. 

>oe'  = 

=^oa 

.oa'  ' 

=  06.06'. 

Le  point  0  est  donc  le  centre  radical  des  circonférences  don- 
nées (*). 

La  droite  06,  passant  par  le  centre  de  similitude  inverse  de 
a6c,  aa'a'\  et  par  le  centre  de  similitude  inverse  de  abCt  WV^ 
doit  contenir  le  centre  de  similitude  directe  de  aa'a"^  Wb".  Il  en 
est  de  même  pour  a'b\  Donc  m  est  ce  centre  de  similitude.  De 
même,  m' est  le  centre  de  similitude  directe  de  66'6'',  cc'c'';  enfin 
m"  est  le  centre  de  aa'a'\  cc*c".  Donc  mm* m"  est  Taxe  de  simili- 
tude directe  des  trois  circonférences  données. 

A  cause  de  la  relation  oa^oa^'^ococf,  les  quatre  points  a^a'^ 
c,  c',  sont  situés  sur  une  même  circonférence;  donc 


m*'a  •  m"&  =»  fn"o'.m' V. 


Ainsi,  le  point  m"  appartient  à  Taxe  radical  des  deux  circonfé- 
rences cherchées.  On  prouverait ,  de  la  même  manière ,  que  les 
points  m'  et  m"  appartiennent  à  cet  axe;  d*où  Ton  conclut  que 
mm'm"f  axe  de  similitude  directe  des  circonférences  données , 
est  en  même  lemps  Taxe  radical  des  deux  circonférenees  conju- 
guées. 

Puisqu'il  en  est  ainsi ,  les  tangentes  en  a  et  a'  doivent  se  couper 
en  un  point  x  situé  sur  cette  droite;  et  il  en  est  de  même  des 
tangentes  en  6, 6^,  et  des  tangentes  en  c,  c'. 

La  polaire  du  point  x  est  aa'  ;  donc  le  pôle  p  de  mm'm'  doit 
se  trouver  sur  aa'.  Ainsi,  les  pôles  de  Vaxe  de  similitude  directe 
des  trois  circonférences  données,  par  rapport  à  cAoctme  d'elles, 
sont  placés ,  respectivement ,  sur  les  trois  cordes  de  contact  aa', 
bb',  ce'. 


(*}  On  a  vu,  ci-dessus,  une  partie  de  cette  démonstration  (Th.  XCI). 


L 
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De  là  celte  conslruction  :  1®  tracez  l'axe. de  similitude  des  trois 
circonférences  A ,  B ,  C  ;  2®  cherchez  les  pôles  de  cet  axe,  par  rap- 
port à  chaque  circonférence;  Z""  joignez  ces  pâles  p,  p',  p"  au 
centre  radical  0. 

En  remplaçant  Taxe  de  similitude  directe  par  chacun  des  trois 
axes  de  similitude  inverse,  on  obtient  les  trois  au  1res  couples 
de  circonférences  conjuguées. 


Décrire  une  circonférence  0  passant  par  deux  points  donnés 
AfBt  et  interceptant,  sur  un  cercle  donné  G,  une  corde  DE 
ayant  une  longueur  donnée. 

Faisons  passer,  par  les  points  A,  B,  une  circonférence  quel- 

concpie  ABFG,  qui  coupe  en  F,  G  la  cir- 
conférence donnée  C.  Les  cordes  AB,  FG, 
et  la  corde  inconnue  DE,  se  coupent  en 
un  même  point  I ,  centre  radical  des  trois 
circonférences.  Ce  point  étant  obtenu  par 
la  construction  précédente,  il  suffira  dVn- 
scrirey  au  cercle  donné  C ,  une  corde  DE , 
de  longueur  donnée,  passant  par  le  point  I. 


Problème  XXX. 

Décrire  une  circonférence  I ,  qui  passe  par  deux  points  donnés 
A,  B,  et  qui  coupe,  suivant  un  diamètre ^  une  circonférence 
donnée  O. 

Ce  problème  peut  être  regardé  comme  un 
cas  particulier  de  celui  qui  précède.  On  peut 
aussi  le  résoudre  directement,  comme  il 
suit. 

Si  Ton  joint  le  point  A  au  centre  0  de  la  cir- 
conférence donnée,  et  que  Ion  prolonge  AO 

U 
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jusqu'à  sa  rencontre,  en  E,  avec  la  circonrérence  I,  on  aura 

OB.OA-=OC.OD==R*. 

On  obtient  donc  le  point  E  en  construisant  une  troisième  pro- 
portionnelle DE  &  la  droite  AO  et  au  rayon  R  du  cercle  donné. 


Prafelèwc  XVSI. 

Par  un  point  A ,  extérieur  à  un  cercle  0,  mener  une  droite 
ABC  qui  loit  partagée,  en  moyenne  et  extrême  raiton,  par  la 
circonférence. 

{'  Supposons  d'abord  que  la  corde  BG  soîl  le  plus  grand  des 
deux  segments  de  la  droile  ABC,  de  ma- 
nière que 

p*=AC.AB. 

Si  nous  menons  la  tangente  AD,  nous 
aurons 

■au'  =  ac.ab. 

On  déduii,  de  ces  égalités,  BC  =  AD;  en  sorte  que  la  ques- 
tion est  ramenée  ù  un  problème  connu. 

Pour  qu'elle  soit  possible,  AD  ne  doit  pas  surpasser  le  diaoïèuv 
du  cercle.  Celte  condition  équivaut  à 

ÔA*—  ÔB'  ^  4ÔD'; 

d'où,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  et  par  d  la  dis- 
tance OA , 

2'  Adnietlons  que  le  segment  extérieur  AB  soit  moyen  pro- 
portionnel entre  la  sécante  entière  AC  et  te 
segment  intérieur  BC  ;  nous  aurons 

ÂB*  =  AC.BC; 
et,  en  menant  encore  la  tangente  AD, 

ÂC'=iAC.AB. 
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La  première  égalité  équivaut  à  la  proportion 

AC  AB 

ÂB  ~  AC  —  AB  ' 

Multiplions  tous  les  termes  par  AB,  et  remplaçons  AG .  AB  par 
AD  ;  nous  aurons 

ÂD*  IB* 


AB*      ad'—  AB* 

Cette  nouvelle  proportion  démontre  que  te  carré  de  AB  est 
moyen  proportionnel  entre  le  carré  construit  sur  la  tangente  AD 
et  la  différence  des  carrés  construits  sur  AD  et  AB;  c'est-à-dire 
que,  pour  trouver  AB,  il  faut  partager,  en  moyenne  et  extrême 
raison,  le  carré  construit  sur  la  tangente;  puis  chercher  la 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  dimensions  du  plus  grand 
des  segments. 

On  simplifie  cette  construction  en  observant  que,  dans  tout 
triangle  rectangle  AFD,  les  carrés  des  côtés  de  Tangle  droit,  et  le 
carré  de  Tbypoténuse,  sont  entre  eux  comme  les  projections  AE, 
DE  et  AD.  Si  donc  Thypoténuse  est  partagée  en  moyenne  et 
extrême  raison  au  point  E,  nous  aurons 

âd'^aP' 

AF*       DF*' 
ou 

AD*  AF* 


;« 


AF        AD-AF 

Cette  proportion,  comparée  à  la  précédente,  nous  apprend 
que  AB=AF. 
La  condition  de  possibilité  du  problème  est 

AFyAG, 
ou 

AF^R^d. 
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^)  =  '-«M-^) 


La  condiiîon  chen-hoe  est  donc 


(J-R1      '^'^"■^(J-B)', 


—  I  t-Vi 
l^-K) r yJ-R; 


I  enfin,  après  «{uclques  réductions, 

rf=^B(-2-*-|/ï;). 


tmcrire,  à  tine  circonférence  donnée  0 ,  un  (rton^/c  uoccèfe 
ABC,  connaittnnt  la  somme  a  de  la  baxe  cl  de  la  hauteur. 

Prenons  sur  le  dinmétre  Cl ,  à  partir  du  point  C ,  la  dîstaDce  GE 
égale  à  a.  Prenons  ensuite,  sur  la  lan- 
genie  CT,  CF  égale  à  | .  Si  nous  me- 
nons EP,  celte  droite  rencontre  généra- 
lement la  eîrconrérence  en  deux  points 
B,  B',  sommets  de  deux  triangles  CAB, 
C'A'B'  satisfaisant  à  la  question. 

il  résulte,  en  elTei,  de  celle  con- 
struction,  que  AB=DË;  donc 

AB-t-  CD  =  CE  =  fl. 

Remarque.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le 
pied  P  (le  la  perpendiculaire  abaissée  dti  centre,  sur  EF,  soit  inté- 
rieur au  cercle.  Or 

OP       OE 

CF  "ËF* 
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R  étint  lé  rayon.  La  condition  de  possibilité  est  donc 


a^R(l  H-V^S). 


mMènie  X.XXI1I. 


A  un  cercle  donné  O,  inscrire  un  trapèze  ABCD  ayant  une 
hauteur  donnée  h,  et  équivalent  à  un  carré  donné  m*. 

Menons  le  diamètre  OEF  perpeitdiciilaire  aux  bases,  ei  le 
rayon  OIIL  perpendiculaire  au  côté 
BC  du  trapèze  :  le  point  H  est  le 
milieu  de  ce  càlô.  Joignons  ee  point 
au  milieu  G  du  côté  opposé,  par  la 
droite  UMG.  Enfin,  traçons  LN 
parallèle  à  GII.  cl  CP  perpendicu- 
laire à  celle  droiie. 

Le  trapèze  a  pour  mesure  GH.EFi 
donc  la  longuecir  de  GH  esl^. 
La  question  se  réduit  6  détermi- 
ner le  milieu  L  de  l'are  BC,  ou  la  longueur  de  LN. 
Or,  les  triangles  LNO,  HMO  sont  semblables;  donc 


De  même,  les  triangles  LNO,  CPH  sont  semblables,  et  don- 


ËlevaQt  au  carré  et  ajoutant,  on  trouve 
MB  +CF=0C    ^— -l 


d'où 


THËOnfclieS  ET  PHOBLiHBS 


Ainsi,  la  droite  cherchée  LN  est  Thypolénuse  d'un  triangle 
dont  les  côlés  de  l'angle  droit  seraient  î  et  g  .  Cette  droite  est 
donc  connue. 


Trouver,  »ur  une  droite  donnée  MN,  un  point  C  tel,  que  la 
tomme  de  ses  dîslancet  à  deux  pointi  donnés  A,  B,  moU  égaie  à 
une  longueur  donnée  I. 

Supposons  la  droite  inconnue  AC  prolongée  d'une  longueur 
CD  égale  à  CB  ;  nous  aurons 
AD  =  /  ;  en  sorte  que  le 
point  D  appartient  à  la  cir- 
conrérence  DD'  décrite  du 
point  A  comme  centre,  avec 
l  pour  rayon. 

Si  nous  abaissons  BGH 
perpendiculaire  à  MN,  et  que 
nous  prenions  GH  =  GB, 
les  obliques  BC,  IIC  seront 
égales  entre  elles;  d'où  il  ré- 
sulte que  te  point  cherché  C 
est  le  centre  de  la  circonfé- 
rence passant  par  les  points 
B,  H ,  D.  De  plus,  les  circon- 
férences BDH ,  DD'  se  lou- 
chent en  D;  car  ce  point  D 
est  sur  la  ligne  des  centres. 

On  a  vu  précédenimcni  (Prob.  XXII)  comment  on  détermine 
une  circonférence  tangente  à  une  circonférence  donnée,  et  pas- 
sant par  deux  points  donnés.  Conséquemmeni ,  on  est  conduite 
la  construction  suivante  : 

Du  point  donné  A ,  comme  centre,  avec  /  pour  rayon,  on  décrit 


DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE.  f15 

la  circonrérence  DD'.  D'un  point  quelconque  IV  de  la  droite 
donnée  MN,  comme  centre,  on  décrit  une  circonférence  passant 
au  point  donné  B,  et  coupant  la  première  circonférence  aux  pointa 
E9  F.  On  mène  la  corde  EF,  que  Ton  prolonge  jusqu'à  sa  ren- 
contre, en  T,  avec  BH  perpendiculaire  à  MN.  On  construit  les 
points  de  contact  D,  D'  des  tangentes  menées ,  du  point  T,  à  la 
circonférence  DD'.  Les  rayons  AD,  AD'  déterminent,  parleurs 
intersections  avec  MN,  deux  points  C,  C,  qui  satisfont  à  la  ques- 
tion. 

Discussion.  1*  Lorsque  le  point  H,  symétrique  du  point  B  par 
rapport  à  la  droite  MN,  est  intérieur  à  la  circonférence  DD%  on 
peut,  par  ces  deux  points,  faire  passer  deux  circonférences  qui 
touchent  la  première.  Donc  le  problème  admet  deux  solutions. 

^  Si  le  point  H  est  sur  la  circonférence  DD',  il  se  confond 
avec  le  point  de  contact  D,  et  le  problème  n  admet  plus  qu'une 
solution.  En  même  temps,  le  point  C,  qui  se  trouve  en  I,  à 
rintersection  de  AH  avec  MN,  est  le  point  de  cette  dernière 
droite  pour  lequel  la  somme  des  distances  aux  deux  points  don- 
nés est  un  minimum  (Liv.  1,  Prob.  X). 

3**  Enfin,  quand  le  point  H  est  extérieur  à  MN,  le  problème 
proposé  est  impossible. 

Remarque,  On  sait  que  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme 
des  distances  de  chacun  à  deux  points  fixes  A,  B,  soit  une  con- 
stante /,  est  une  ellipse  ayant  A ,  B  pour  foyers,  et  dont  le  grand 
axe  est  égal  à  /.  Conséquemment,  le  problème  que  nous  venons 
de  résoudre  peut  être  énoncé  en  ces  termes  :  construire  les  points 
de  rencontre  d^une  droite  donnée  et  d'une  ellipse  non  tracée,  mais 
dont  le  grand  axe  et  les  foyers  sont  donnés. 


Pr»Mème  ILXXT. 


Trouver f  sur  une  droite  donnée  MN,  un  point  C  tel,  que  la  dif- 
férence de  ses  distances  à  deux  points  donnés  A ,  B ,  soit  égale  à 
une  longueur  donnée  I. 


SI6  THÉOnÈMES  ET  PROBLÈHES 

L'analyse  de  ce  problème  est  ta  même  que  celte  du  problème 
précédent.  Elle  donne 
lieu  h  la  construction 
indiquée  dans  la  fi- 
gure ci-conirc. 

Remarque.  On  sait 
que  le  lieu  des  poinli 
lels,  que  la  difTérence 
des  distances  de  cha- 
cun à  deux  points  fixes 
A,  B,  soil  une  con- 
stante t,  est  une  hy- 
perbole ayant  A,  B 

pour  foyers,  et  dont  t'axe  tranaverse  est  égal  k  t.  Conséquem« 

ment,  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  peut  être  énoncé 

en  ces  termes  : 

Con«(r«ire  tes  points  de  renconire  d'une  droite  donnée  et  d'ttne 

hyperbole  non  tracée,  mais  dont  l'axe  Iransverse  et  let  foyers 

lonl  donnés. 

Problime  XXXVI. 

Par  l'extrémité  A  d'un  diamètre  AB  perpendiculaire  à  une 
corde  CD,  mener  une  droite  dont  la  partie  FG ,  compme  entre  la 
corde  et  la  circonférence,  ait  une  longueur  donnée  I. 

Si  nous  menons  le^^  cordes  AD,  GD,  nous  formons  deux 
triangles  FAD,  GAD,  ayant  l'angle 
A  commun,  et  dans  lesquels  les 
angles  en  G  et  en  D  sont  égaux, 
comme  ayant  pour  mesures  les  moi- 
tiés d'arcs  égaux.  Ces  triangles  sont 
donc  semblables;  en  sorte  que 
AF.AG=.Âir. 

D'après  celte  relation,  AF  et  AG  sont  les  cAtés  d'un  rectan^ 
équivalant  au  carré  construit  sur  AD. 
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Construction.  A  rextrémité  D  de  la  corde  AD,  élevons  la  per- 
pendiculaire DH  égale  à  /;  puis,  sur  cette  droite,  prise  comme 
diamètre,  décrivons  une  circonférence.  Joignons  le  centre  I  avec 
le  point  A,  par  la  sécante  Al,  qui  rencontre  cette  circonférence 
en  M,  N.  Du  point  A  comme  centre,  avec  AM  pour  rayon, 
décrivons  un  arc  :  il  coupe,  au  point  cherché  G,  la  circonférence 
donnée. 

Remarques.  —  I.  Si  la  longueur  donnée  l  est  moindre  que 
EB,  il  y  a,  indépendamment  de  AGF,  une  droite  AF'G'  répon- 
dant &  la  question.  On  obtient  l'extrémité  G'  de  cette  ligne  au 
moyen  de  Tare  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  AN  pour 
rayon. 

II.  A  chaque  droite,  telle  que  AF  ou  AF',  il  en  répond  une 
autre,  placée  symétriquement  par  rapport  à  AB,  et  qui  n*a  pas 
été  indiquée  sur  la  figure.  Le  problème  peut  donc  admettre 
quatre  solutions. 

Problème  XXXirii. 

Par  un  point  A ,  extérieur  à  un  cercle  0,  mener  une  sécante 
telle,  que  la  somme  des  carrés  des  segments  BC ,  AC  de  cette  droite^ 
soit  équivalente  à  un  carré  donné  m^. 

Soit  AT  la  tangente  menée  par  le  point  donné  A.  Joignons  le 

point  de  contact  T  aux  points  inconnus  B, 
C;  et  menons  CD  parallèle  à  BT.  Si  le  point 
D  était  trouvé,  la  construction  s'achèverait 
facilement;  car  les  triangles  ADC,  ACT,  évi- 
demment semblables,  donnent 

ÏC*=AD.AT. 

Ainsi,  AC  serait  une  moyenne  proportionnelle  entre  AD 
et  AT. 

Pour  déterminer  ÀD,  observons  que  les  parallèles  BT,  CD, 
donnent 

BC  ^  DT 
ÂC""ÂÏ)' 


THtOtltUZB  ET   PKOBLÊHES 


,..I>T' 


ÂïT 

A  cause  de  l'égalité  ct-dessus,  cette  valeur  se  réJuii  à 

AD 
La  somme  des  carrés  de  AC  et  de  BC  doit  égaler  m*;  donc 

...      ^       •"* 

Prenons  maintenant  une  droite  EP,  troisième  proportionnelle 
I  à  AT  et  m.  Décrivons ,  sur  EF  comme  dia- 
mètre, une  demi-ci  rconfèrencf;  menons  la 
tangente  EG  =  EH  =  AT,  et  lirons  GH. 
Du  point  M,  où  cette  droite  coupe  la  circon- 
'  férence,  abaissons  HN   perpendiculaire  i 
EF  :  le  segment  EN  est  la  longueur  cherchée  AD. 
En  efTet,  nous  avons  d'abord 


EN 

-t-  iNH  = 

=  EN  + 

NH  -=  EH  =  AT. 

En  second  lieu. 

EN+NF=EF, 

ou 

-^S-'=- 

AT 

Donc  EN  et  NM  sont  égaux,  res- 
pectivement, aux  segments  AD,  DT 
de  la  droite  AT. 

On  peut  réunir  les  deux  première! 
constructions,  et  l'on  obtient  ta  figure  ci-contre. 
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Par  Vun  de$  points  d'intersection  A  de  deux  circonférences 
données,  mener  une  double-corde  BAC  telle,  que  le  rectangle  fait 
sur  le  segment  AB  et  ufie  droite  donnée  m,  augmenté  du  rectangle 
fait  sur  le  segment  AC  et  une  droite  donnée  n ,  soit  équivalent  à 
un  carré  donné  p*. 

Menons  les  diamètres  AD,  AE,  puis  les  cordes  BD,  CE  :  ces 

droites,  perpendiculaires  à  BC»  sont  paral- 
lèles entre  elles. 

Divisons  le  diamètre  AD,  au  point  F, 
de  manière  que 

AD^n 

puis  abaissons  F6  perpendiculaire  à  AB  :  nous  avons 

AB      m 

ou 

m.  AB  «=  n.  AG. 

En  remplaçant  m.AB  par  n.  AG,  dans  la  relation 

m.AB  -4-  M.  ACssp*, 


nous  trouvons 


doù 


ii(AG-f-AC)s:p'; 


GC=^. 


La  longueur  de  GG  est  donc  connue. 

Actuellement,  joignons  le  point  F  au  point  E,  et  menons  FH 
perpendiculaire  à  EG.  Dans  le  triangle  rectangle  O'HE,  nous 
connaissons  rhypotéunse  et  le  côté  FH ,  égal  à  GG.  Nous  pou- 
vons donc  aisément  trouver  le  point  H ,  et  ensuite  la  corde  BAG 
parallèle  à  FH. 


ttO  THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

Cotulruction.  Du  point  donné  A,  menez  les  diamètres  AD, 
AE;  partagez  AD  en  F,  de  (elle  80ri£  que  ^p  ==  ^;  sur  EP 
comme  diamètre,  décrivez  une  demi-circonférence;  du  point  F 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  troisième  proportionnelle 
sui  droites  n,  p,  décrivez  un  arc  qui  coupe  en  H  cette  demi- 
circonférence;  enfin  menez,  par  le  point  A,  BAC  parallèle 
k  OH. 


Itucrire,  à  un  cercle  damé  O,  itn  triangle  MNP,  dont  les  côti$ 
toient  parallèles  à  trois  droites  données  AB,  CD,  EF. 

Par  un  point  quelconque  de  ta  circonférence  0 ,  menons  GH 
parallèle  à  EF  el  Gf  parallèle 
6  CD  :  l'angle  HGI  étant  égal 
i  h  l'angle  cherché  P,  les  cor- 
des interceptées  IH,  HN  sont 
égales  enlre  elles.  11  sulBt 
donc,  pour  obtenir  MN,  ou 
pour  déterminer  le  triangle 
demandé,  de  résoudre  cette 
question  très-simple:  Imcrirt, 
à  tme  circonférence  donnée, 
vne  corde  parallèle  à  une  droite 
donnée  el  égaie  à  une  droite  donnée. 

Remarque.  On  trouve  deux  triangles  satisfaisant  ù  l'énoncé.  Ces 
triangles  sont  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  0. 


PraMtBs  XL. 

Inscrire,  à  un  cercle  donné  O,  un  triangle  MNP,  dont  deux 
cotit  soient  parallèles  à  deux  droites  données  AB,  CD,  et  dont  U 
troisième  côté  passe  par  un  point  donné  L. 
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Si  l'on  cherche,  comme 
dans  la  question  précé- 
dente, une  corde  IH  égale 
au  côté  inconnu  MN,  et 
que  l'on  lasse  passer,  par 
le  point  L,  une  corde  MN 
égale  k  IH,  le  problème 
pourra  être  regardé  com- 
me résolu. 


Itttcrire,  à  un  cercle  donné  0,  un  triangle  MNP,  donï  deux 
cotéi  passent  par  deux  points  donnés  A ,  B ,  et  donï  le  troiêième 
coté  toit  parallèle  à  une  droite  donnée  CD. 

Par  le  sommet  inconnu  N,  menons  NE  parallèle  à  AB;  et 
(irons  la  eorde  EM.  Soit  F  le  point  où 
âelte  droite,  prolongée  s'il  est  néces- 
saire, rencontre  .4B.  Si  ce  poini  F  était 
connu,  le  problème  serait  résolu;  car 
1  ENMélantégalàl'angledesdroilcsAB, 
CD,  la  corde  EM  pourrait  être  détermi- 
née en  grandeur,  et  ensuite  en  position. 
Pour  trouver  te  point  F,  observons 
que  lesangJesE,  F  sont  égaux,  comme 
alternes  internes,  et  que  les  angles  E,P 
sont  égaux,  comme  inscrits  au  même 
segment;  donc  les  angles   P,  F  sont 

égaux;  et  les  triangles  PAB,  MAP,  ayant  un  angle  égal  et  un 

angle  commun,  sont  semblables.  Ainsi 


AH.AP  =  AB.AF. 


SfS  TRÉORËHES  ET  PROBLÈMES 

Si  Ton  même  une  eécante  quelconque  AGH,  on  a 

AG.AH  =  AB  AF. 

Dans  cette  égalité,  tout  est  connu,  exoeplé  AF.  De  plus,  ks 
quatre  points  G,  H,  B,  F  sont  sur  une  m£me  circonférence;  etc. 

rrchlèM*  XLII. 

Inscrire,  à  un  cercle  donné ,  un  trianyle  MNP,  donf  let  e6téi 
pattent  par  Irais  points  donnée  A,  B,  C. 

Soient  encore,  comme  dans  le  problème  précédent,  NE 
parallèle  à  AB,  puis  ta  corde  EMF,  qui  ren- 
contre AB  en  F.  Nous  pourrons,  comme  ci- 
dessus,  coDtruire  le  point  F,  après  quoi  il  ne 
s'agira  plus  que  d'in«crtre,  ott  cercle  0,  tm 
triangle  EMN  dont  deux  côtés  paeaent  par 
deux  points  donnés  C,  F,  et  dont  le  troiiième 
côté  soit  parallèle  à  une  droite  donnée  AB  ;  ce 
problème  est  celui  qui  précède  (*). 


Inscrire,  à  un  cercle  donné  0,  m  jM^rfone  dont  un  côté  passe 
par  un  point  donné  A ,  et  dont  les  autres  eôté$  àaitml  parallèles  à 
des  droites  données. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  nombre  n  des  côtés 
du  polygone  est  impair  ou  pair. 


{')  La  question  que  doiu  lenoiu  de  riuiidre  est  eonnue  soiu  le  nom  de 
Pnblime  de  Caitilton.  Résolue  d'abord  par  ce  Géomètre,  elle  l'a  été  eosnite, 
de  différentes  manières,  par  Lagrange,  par  Giordano  di  Ottaiano  et  par 
Haïrait!  (Voyei  Nouvclln  Jnnain  tU  malUMa/ifiwi,  1.  III,  p.  iOS}. 
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t*  n  impair. 

Inscrivons  au  cercle,  à  psriir  d'un  point  quelconque  M',  une 
ligne  brisée  M'N'P'Q'R'S'T' 
dont  les  cdiés  soient,  respeclî- 
vement,  parallèles  aux  direc- 
tions données.  Nous  trouvons 
ainsi  un  arc  M'IT'  égal  b  l'arc 
inconnu  MIT.  En  effet, 

M'n"  =  MlT -H  MM'  — TT; 

et,  à  cause  des    couples  de 
cordes  parallèles, 

MM'  =  NN'  = TT'. 

Par  suile,  la  corde  M'T'  est 
égale  au  côté  inconnu  MT.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'inscrire 
une  corde  MT,  égale  à  uiie  autre  corde  M'T',  et  passant  par  le 
point  A. 

^  n  pair. 

Si  nous  effectuons  la  même 
consiniGiion ,  il  en  résulte,  à 
cause  de  MM'^SS',  que  M'S 
est  parallèle  au  edié  inconnu  MS. 
Et  comme  ce  càté  doit  passer 
par  le  point  donné  A,  il  est  com- 
plètement déterminé.  Le  pro- 
blème est  donc  résolu. 


PraklèMc  XLIT. 


Itucrirt,  à  un  cercle  donné  O,  un  polygone  MNPQ...  dont  les 
côtés  passent  par  des  points  donnés  A,  B,  C. 

Soient  PQ,  QK  deux  côtés  consécutifs,  lesquels  doivent,  res- 
peclivemcni,  passer  par  les  points  D,  E.  Soil,  comme  dans  le 


It4  THÉORÈMES  ET  PItODLÈHES 

Problème  \LI ,  PP'  pra)l6le  à  la  droiie  DE.  On  verra  que  le 
poînl  F,  où  DE  rencontre  li 
corde  P'R,  pcui  aisémenl 
être  déterminé.  Par  suite, 
la  recherche  du  polygone 
MNPQR  est  remplacée  par 
celle  du  polygone  MNPP'R, 
dont  im  côié  PP'  doit  être 
parallèle  k  une  droite  don* 
née ,  et  dont  les  autres  cAlés 
doivent  passer  |iar  des  points 
donnés. 

Scmblablement ,  la  re- 
cherche de  ce  second  polygone  se  réduit  à  celle  d'un  nouveau 
polygone  ayant  deux  côtés  parallèles  à  deux  droites  données, 
et  dont  les  autres  cAlés  passent  par  des  points  donnés. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  voit  que  la  question  proposée 
est  ramenée  au  problème  précédent. 


Prakièwe  XLV. 


Circonscrire,  à  un  cercle  donné  O,  un  triangle  MNP  dont  let 
lommets  soient  situés  sur  trois  droites  données  X ,  Y,  Z. 


Soit  DEP  le  triangle  inscrit,  ayant  pour  sommets  les  points  de 
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contact  de  ta  circonférence  0  avec  les  c&tés  du  iriangle  circonscrit 
MNP.  Il  est  clair  que  les  sommets  du  second  tnangle  sont  les 
pâles  des  cAtés  du  premier.  Conséqucmment ,  la  droite  X,  qui 
passe  par  le  point  M,  a  son  p61e  A  surDF.  De  même,  les  pâles 
B,  C,  des  deux  autres  droites  données,  sont  situés  sur  PO,  DE. 

II  faut  donc,  pour  résoudre  le  problème  proposé  :  1°  cber- 
eher  les  pôles  A,  B,  C  des  droites  données;  3*  construire  le 
triangle  inscrit  DEF,  dont  les  côtés  passent  par  ces  trois  points 
(Probl.  XLII);  3*  mener,  par  les  sommets  de  ce  triangle,  des 
tangentes  à  la  circonférence  0. 

Remarque.  La  solution  que  nous  venons  d'indiquer  est  une 
application  de  la  Théorie  de»  polaire»  rêciprogites. 


Pr«blèH0  SLTI. 

C<mttruire  un  eerde  tel,  que  leg  angles  drcoMcriU,  dont  let 
lommett  seraient  trois  points  donnés  A,  B,  C,  soient  respective- 
ntent  égaux  à  des  angles  donnés  3a,  3^,  Sy. 
Soit  O  le  cercle  cherché.  Menons  les  tangentes  AD ,  AD',  BË , 
E.',  CP,  CP'.  Menons  aussi  tes 
rayons  OD,  OE,  OP.  L'angteDAO, 
moitié  de  DAD',  est  égal  à  b.  De 
même,  les  angles  EBO,  FCO  sont 
respectivement  égaux  h   ^  et  y. 
D'ailleurs,    les  triangles  ADO, 
BEO,  CEO  sont  rectangles. 
Si  donc,  d'un  point  arbitraire  C,  pris  en  dehors  d'une  droite 
indéfinie  XY,  nous 
menons  la    perpen- 
diculaire   O'I,   puis 
les    obliques    O'A', 
O'B',   O'C    faisant, 
avec  XY,  des  angles 
égauxàa,P,]';  celle 
construction  détermi- 
15 
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nen  des  iriaagles  AJO*,  B'Kï,  CIO',  semblables  aax  premiers. 
La  comparaison  des  c6tés  homologues  donne 

0'l_0'A'       0'l_0'B'       02       O'C 

Ôi>~"ôr'    ËÔ~  OB'    OF  "°  oc  ' 

d'où,  à  cause  de  OD'=OE  =  OF: 

OA  _  O-A'       OA       OV 
ÔB  ~  ffB'  '     OC  °^  O'C  ' 

I..es  distances  du  point  0,  aux  points  A,  B,  C,  étant  propor- 
lionnelles  i  des  longueurs  connues,  ce  point  sera  déterminé 
par  l'inlcrseelion  de  deux  circonrérences  que  l'on  construira 
Tacilement. 


Construire  un  cercle  tel,  que  Us  langentei  menées  à  ce  cercle, 
par  trais  points  donnés  A,  B,  C,  atent  des  longueurs  données 
a ,  b ,  c. 
Des  point8A,B,C,  comme  centres,  avec  a.  A,  c  pour  rayons, 
décrivons  trois  circonrérences.  Chacune 
I  d'elles  coupe  orlhogonalement  le  cercle 
cherché;  car,  par  exemple,  le  rayon  OD 
'  de  ce  cercle,  étant  perpendiculaire  au 
rayon   AD,  est  langent  à   la  circonfé- 
rence AD. 

Il  résulte ,  de  eeiie  observation ,  que  le 
cercle  cherché  est  celui  qui  coupe  orllio- 
gonalemenl  les  trois  nuires  cercles.  Il  a 


pour  centre  leur  centre  radical  (Th.  XL  et  XLV). 


PrvMèMC  X  ■.▼■■■. 


Quelle  eut  la  roule  ABC  que  doit  suivre  une  bille,  sur  un  billard 
circulaire,  pour  revenir  an  point  de  départ  A,  après  deux 
réflexions  sttcressives  sur  la  bande? 
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D'après  la  loi  de  la  réflexion  des  corps  élastiques  (Liv.  I, 
Probl.  X),  les  rayons  OB,  OC  divisent  en  deux  parties  égales, 
respectivement,  les  angles  ABC,  ACB. 
Mais,  dans  le  triangle  jgoscéle  OCB, 
les  angles  B,  C  sont  égaux  ;  donc  les 
angles  ABC,  ACB,  doubles  des  pre- 
miers, sont  égaux  entre  eux;  et  le  tri- 
angle ABC  est  isoscèle.  Conséquem- 
ment,  la  figure  est  symétrique  par 
rapport  au  diamètre  EF  passant  par 
le  point  A  ;  cl  BC  est  perpendiculaire  Ji  ce  diamètre. 

Cela  posé,  prolongeons  le  rayon  OB  jusqu'à  sa  rencontre,  en 
G,  avec  la  perpendiculaire  à  EF  menée  par  le  point  A  ;  et  décri- 
vons, de  ce  point  A  comme  centre,  la  circonférence  OHL.  Ainsi 
qu'on  le  voit  aisément,  le  triangle  BAG  est  isoscèle,  et  la  circon- 
férence coupe  BG  en  un  point  H  tel,  que  GH^OB.  Donc,  la 
diflérence  des  segments  BG,  BH  est  connue,  et  égale  au  rayon 
R  du  cercle  donné. 

D'un  autre  côté ,  si  nous  menons  LH ,  nous  formons  un  triangle 
rectangle  OHL,  évidemment  semblable  au  triangle  rectangle 
OAG.  La  comparaison  des  cdtés  homologues  donne 


OG.OH^OA.OL 

Le  recuingle  et  la  différence  des  segments  chercliés  étant 
connus,  le  problème  peut  être  regardé  comme  résolu  [G.,  130]. 

Calcul  du  chemin  parcouru  par  la  bille.  Représentons  par  a 
la  distance  donnée  OA ,  par  x  le  segment  OG ,  par  y  le  câié  AB 
du  triangle  ABC.  La  longueur  /,  du  chemin  parcouru,  se  com- 
pose de  9AB  +  3BD.  Or 

OB 
BD  =  AB-~; 
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Cl,  dans  te  irângle  rectangle  OAG,  y  =  Vx* — o*;  donc 

D'q>rèf  ce  qui  préeède,  on  ■ 

x{x  —  R)  =  2o», 
jqualion  d'où  l'on  lire,  en  prenant  seulement  la  radne  posilire , 


-{R  +  \/R*-i-8a") 


Avant  de  substituer  dans  la  valeur  de  /,  on  peut  (d»erver  que 
j*  —  a'  =  Ro  +  a»;  et  l'on  obtient 


3R  +  |/R'-H8a' 


R  -H  l/R*  +  8a* 

OU,  en  nmplifiant, 


y2[R'  +  2a*  -^  R  |/R^  8a*J; 


i=--^  V  »«*  +  20tt*R*  —  R'  t-  R(««*  -*•  RV  (■). 


7'routwr  un  pùint  M  /? I ,  çue  la  lommt  de  $e$  distances  à  trait 
points  donnés  A ,  B ,  C ,  toit  un  minimum. 

Du  point  C  comme  centre , 
décrivons  une  circonférence 
passant  par  le  point  inconnu 
M.  La  somme  des  dislances 
d'un  point  quelconque  M'  de 
cette  lipe,  aux  points  A,  B, 
C,  doit  être  plus  grande  que 
la  somme  des  distances  AM, 
BM,  CM.  Ainsi 
AH'  +  BH'  -4-  CM'  >  AH  -t-  BH  -i-  CH; 


C)  Pour  la  diicossion  du  problème ,  le  Icclour  peut  o 
Annalci  demalhématiquei,  tome»  I  cl  IX. 


iuttcr  l«  Nottvtllet 
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OU 5  à  cause  de  CM'  =>CM  : 

ÂM' +  BM' >  ÂM -f- BM (I) 

M  est  donc  le  point  de  la  circonférence  MM',  pour  lequel  la 
somme  des  distances,  aux  points  A,  B,  est  un  minimum. 

Menons  la  tangente  TMT';  soient  a,  b  les  points  où  elle  est 
coupée  par  AM',  BM'.  Menons  aussi  A6.  Le  triangle  A6M' 
donne 

AM'  -i-M'6>  A6; 

et  y  en  ajoutant  B6  de  part  et  d'autre  : 

AM'  -+-  BM'  >  A6  -♦-  B6 (2) 

Si  donc  nous  disposons  du  point  M  de  manière  à  vérifier 
rinégalité 

A6-+-B/>>  AM  H-BM, (3) 

rinégalité  (1)  aura  lieu,  à  plus  forte  raison. 

Or,  pour  que  la  somme  des  distances  AM,  BM  soit  inférieure 
à  A&-i-B6;  6  étant  un  point  quelconque  de  MT,  il  faut  (Liv.  I, 
Probl.  X)  que  les  droites  AM,  BM  soient  également  inclinées  sur 
la  normale  MC.  En  d*autres  termes  :  la  droite  CMC,  qui  joint 
le  sommet  C  au  point  M,  doit  diviser  en  deux  parties  égales  l'angle 
formé  par  les  droites  menées  y  de  ce  même  point ,  aux  autres 
sommets. 

Ce  que  nous  disons  du  sommet  C  s  applique  aux  points  A ,  B; 
c'est-à-dire  que  le  point  dont  la  somme  des  distances  à  trois  points 
donnés  est  un  minimum  est  tel  y  que  chacune  des  trois  droites  qui 
le  joignent  aux  points  donnés  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé 
par  les  deux  autres. 

On  conclut  aisément,  de  là,  que  chacun  des  trois  angles  formés 
autour  du  point  M  est  égal  à  120^;  et  que  ce  point  est  Tintersec- 
tion  de  deux  arcs,  capables  de  ISO"*,  décrits  sur  deux  des  côtés 
du  triangle.  Il  est  donc  facile  de  le  construire. 
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Remarque.  Cette  solution  devient  illusoire  si  un  angle  A  du 
triangle  ABC  surpasse  120®.  Dans  ce  cas,  le  point  M  coïncide 
avec  A  ;  et  le  minimum  égale  AB  -h  AC  (*). 


ProMène  I«. 

M  étant  le  point  dont  la  somme  des  distances  aux  sommets 
d'un  triangle  donné  ABC  est  un  minimum,  on  demande  d'expri- 
mer cette  somme  en  fonction  des  côtés. 

Désignons  par  a,  6,  c  les  longueurs  des  côtés;  par  x,  y,  z  les 
distances  M  A,  MB,  MC  ;  et  par  5  leur  somme.  Les  triangles  ABM , 
BCM,  ACM  donnent,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier  : 

6*  =  z'  -♦-  X*  -4-  zx, 
c'  =x'-*-  y'  -♦-  xy. 

Nous  aurons  ensuite,  en  exprimant  que  Faire  T  du  triangle 
ABC  est  égale  à  la  somme  des  aires  des  trois  autres  triangles, 


T  =  - 1/5 (xy  -♦-  i/z  -4-  zx). 
A 


On  déduit,  de  ces  quatre  équations, 
a»  -H  6*  H-  c*  H-  4T  V^  3  =  2(x»  ^-  y»  -4-  ««  -+-  ^xy  -h  2xz  -f-  2yz) , 


ou 


,1  =  2T  yi  -«-  i(a«  -^  6»  -*-  c*). 


Problème  Ll. 


Trouver  un  point  M  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses 
distances,  aux  trois  côtes  d'un  triangle  ABC,  soit  un  minimum. 

(*)  Bbrtrand.  Journal  de  LiouviUe,  t.  VIII.  p.  158. 
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Du  point  cherché  M,  abaissons  (es  perpendiculaires  MP, 
MQ,  MR,  sur  les  côlés  du  triangle 
donné,  et  traçons  PQ,  QR,  RP;puis, 
d'un  autre  point  quelconque  M',  me- 
nons les  perpendiculaires  M'P',  M'Q , 
M'ft',  et  les  obliques  HP,  M'Q,  MR. 
Nous  aurons 

gp'  +  B^  ^.  îiiR*  <  IFP*  ■*-  ffQ  '  +  M'R  *  ; 
et,  à  plus  forte  raison, 

ifp'  +  iïQ*  +  mr'  <  Ht'  +  iï'Q'  +  ïH*. 

Consiéquemment  le  point  M  est  tel,  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  dislances  aux  points  P,  Q,  R,  est  un  minimum.  Ce 
point  est  donc  (Th.  III)  le  centre  des  moyennes  dislances  du 
u-iangle  PQR. 

Menons  la  droite  CU ,  et  soit  C  le  point  où  elle  eoupc  le  c6té 
AB.  Abaissons  CD,  CE  perpen- 
diculaires sur  AC,  BC.  Menons 
encore,  des  points  P,  Q,  les  per- 
pendiculaires PG,  QF  sur  ta  mé- 
diane RM  :  ces  droites  sont  égales 
entre  elles.  Enfin,  soit  CI  la  hauteur 
du  triangle  ABC. 

Pour  évaluer  le  rapport  de  AC 

À  BC,  observons  d'abord  que  les 

triangles  rectangles  AC'D,  ACI,  évidemment  semblables,  donnent 


De  même. 


BC'  =  BC— -. 


AC      AC  CD 
BC'^BC'CË' 


252  THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

Les  distances  CD,  CE  sont  proportionnelles  &  MQ,  MP  :  il  ne 
8*agit  donc  plus  que  de  trouver  le  rapport  de  ces  dernières  droites. 

Or,  les  triangles  rectangles  QMF ,  CIA ,  ayant  les  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires 9  sont  semblables;  donc 

QM^QF 
AC '^  Cl' 
De  même» 


PM 

PG 

BC 

CI 

On  déduit  y 

de 

ces 

proportions 

QM 
PM 

AC 
BC' 

puis 

p 

AC 
BC' 

AC* 
BC* 

Ainsi  :  1®  les  distances  du  point  M,  atéx  côtés  du  triangle ^ 
sont  proportionnelles  à  ces  cotés;  2®  la  droite  menée  du  point  M, 
à  un  sommet  9  partage  le  côté  opposé  en  deux  segments  propor- 
tionnels aux  carrés  des  côtés  adjacents. 

Remarque.  Nommons  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle,  dont  Taire 
sera  représentée  par  T;  et  soient  a,  Styles  distances  MP,  MQ, 
MR.  On  a 

3T  a=  oa  +  6|3  -4-  cy; 

puis,  parce  qui  précède, 

a       p       y 

abc 
Ces  relations  donnent  * 

2T  ,     ,         2T  2T 


O"  -H  0  -♦-  C  a"  -H  0'  -4-  c"  a 

Le  minimum  cherché  est  donc 

4T« 


a'-e  p'-4-  y*=— 


o-  -H  6'  -+-  c' 
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Pr«MèBie  LU. 

Exprimer,  en  fonction  des  cotés  d'un  triangle  ABC,  le  périmètre 
du  triangle  A'B'C  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hatUeurs 
de  ABC. 

On  a  vu  (Liv.  Il,  Th.  I)  que,  de  tous  les  triangles  inscrits  à 
ABC,  A'B'C  est  celui  dont  le  périmètre  2p'  est  minimum. 
On  calcule  aisément  3p'  si  Ton  observe  que  les  triangles  AB'C, 

BC'A\  CA'B'  semblables  au  triangle  ABC, 
sont  semblables  entre  eux  (*). 

On  a  donc,  en  appelant  a,  6,  c,  a',  b\  & 
les  côtés  des  triangles  ABC,  ABC  '  : 

a'       AC 
7""    6  ' 


D^ailleurs, 


ou 


o«  =  5«-hc»  — Sc.AC, 


AC'== ; 


donc 


a 


2c 


46c  "^  2a6c 


(i) 


Un  simple  changement  de  lettres  donne  ensuite  : 

6'(c'  -i-g^-ô*)       ^^c«(a*^-6»— c*) 


2a6c 
11  résulte ,  de  ces  trois  valeurs , 


3a6c 


^p'  = 


ikt 


2060 


•         • 


•  (•^) 


(*)  Cette  propriété  résulte,  soit  de  ce  que  C  est  le  supplément  de  2C(Liv.  Il, 
Th.  1),  soit  de  ce  que  fa  circonférence  décrite  sur  le  côté  BC,  pris  comme  dia^ 
mètre,  passe  par  les  sofnmets  B',  C 
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Le  numérateur  représente  16T*,  T  étant  Taire  de  ABC. 
Ainsi 

Remarques.  —  I.  R  désignant  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  l*on  a  [G.,  286] 

abc  =  4RT. 

La  formule  (3)  peut  donc  être  remplacée  par  celle-ci  ; 

,_T 

Ainsi  :  l'aire  d'un  triangle  ABC  est  égale  au  produit  du  rayon 
du  cercle  circonscrit,  par'  le  demi-périmètre  du  triangle  A'B'C 
ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  de  ABC. 

H.  Soit  r'  le  rayon  du  cercle  inscrit  à  A'B'C;  soit  T' iaire  de 
ce  triangle.  On  a  [G.,  288] 


et,  par  conséquent, 


T' 

r 


T      R 

r=7' '*) 


Problème  LUI. 


Étant  donnés  un  cercle  0  et  une  droite  AB;  trouver  y  sur  le 
diamètre  OE  perpendiculaire  à  cette  droite ,  un  point  P  tel  y  que, 
menant  parce  point  une  corde  qttelconqtte  CC,  et  abaissant,  des 
extrémités  de  cette  corde,  tes  perpendiculaires  CD,  CD'  sur  la 
droite  donnée,  on  ait 

i  i 

:;;^  "♦-  t;:^^  =  constante. 
CD      CD' 

Remarquons  d'abord  que  la  condition  donnée  équivaut  à 


/r\' 


CD.  CD 


CD  -^  CD 


-;—;:=  constante (i) 
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Conséquemmeni,  nous  allons  évaluer  la  somme  et  le  rec- 
tangle des  perpendiculaires  CD,  CD'. 
Soit  R  le  point  de  rencontre  de  CC  avec  la  droite  donnée  ; 

nous  avons  : 


d^où 


^r.       PE  PE 

CD  =  — CR,     C'D'  =  — C'R; 
RP  PR 

CD.C'D'^f— J  CR.C'R, 

PE 
CD^C'D'  =  — (CR  +  C'R). 

Pour  transformer  la  première  relation , 
menons  la  tangente  RT  :  elle  est  moyenne  proportionnelle  entre 
CRetC'R;  donc 

pr)  ^'^^  ' 
ou  y  à  cause  des  triangles  rectangles  OTR,  OER  : 

—  j  (OEVer'-R«),     ...     (2) 

R  étant  le  rayon  du  cercle. 
Abaissons  OF  perpendiculaire  è  la  corde  CC  :  nous  avons  aussi 

CR  -4-  C'R  «=  2RF  =  2(FP  ^-  PR) ; 
puis 

PE 
CD  +  CD'  =  2  —  (FP  ^.  PR). 

Les  triangles  OFP,  REP  sont  semblables  ;  donc  nous  pouvons 
remplacer  FP  par  PE  ^  •  Nous  obtenons  ainsi 

pr  

CD  +  CD'  =.2  ::^(PE.OP  +PR* . 

PR* 

ou,  par  une  transformation  simple, 

CD  H- CD' s  2  —  (OE*  +  ER  —  OP.  OB).    .     .    (5) 

PB 
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Au  moyen  des  valeurs  (S)  et  (3) .  U  rdalioo  {1  )  derieol 
PE        OË*  +  ÉR*  —  R' 


ÔT +  ËR   -OP.OE 


==  coûtante    ...    (4) 


La  fraciion  contenue  dans  le  premier  membre  varie  avec  la  posi- 
tion du  point  R,  h  moins  que  OP .  OE  =  R<,  auquel  cas  cette 
fraction  se  réduit  à  l'unité.  En  même  temps,  la  relation  (l)est 
remplacée  par 

CD  CD'        1„ 

=  -  PE  =  eomtlcMte; 

CD  +  CD'       2  ' 

ce  qui  est  exact. 
Remarqua.  —  I.  Le  point  P  est  le  pôle  de  la  droite  AB. 
If.  On  a 

I  1  â 

cd"*'cd^'*pë' 


Étant  donnée»  deux  circonférences 0,0',  on  prend  un  point  .\ 
$ur  la  première  et  un  point  B  sur  la  seconde;  et  l'on  propose  de 
trouver,  sur  l'axe  radical  de  ces  iignes,  un  point  C  tel,  que  si 
l'on  mène  les  sécantes  CAD,  CBE,  la  droite  DE,  9111  joint  In 
seconds  points  d'intersection  de  ces  séctmtes  et  des  circonférences 
données,  soit  perpendiculaire  à  l'axe  radical. 

Alenonsla  perpendiculaire  AC 
A  CD,  et  soit  C  te  point  oili 
elle  coupe  l'axe  radical.  Soit  G  te 
point  de  rencontre  de  cet  axe 
avec  la  droite  DE.  Les  triangles 
rectangles  CGD,  GAC,  évidem- 
ment semblables,  donnent 
Cti.CC'—CA.CD. 

De  même,  si  l'on  menait,  par 
le  point  B,  une  perpendiculaire  i 
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CE,  on  aurait,  en  appelanl  C  le  poini  d'interseclion  avec  l'axe 
radical, 

CG.CC"  =  CB.CE. 

Mais  le  point  C  appartient  à  cet  axe;  donc 

CA.CD  =  CB.CE; 
et  aussi 

CG.CC'  =  CG.CC"; 

ce  qui  apprend  que  les  points  C,  C  se  confondent.  Et  comme 
les  angles  A  et  B  sont  droits,  les  points  A,  B  sont  situés  sur  une 
circonrérencc  ayant  CC  pour  diamètre. 

Il  suffit  donc,  pour  trouver  les  points  C,  C,  qui  satisfont 
tous  deux  à  la  question,  de  décrire  une  circonférence  passant 
par  les  points  A,  B,  et  dont  le  centre  soit  sur  l'axe  radical. 


Décomposer  un  carré  en  trois  carrée  égaux  (')■ 
Première  solution.  Le  carré  ABCD  étant  partagé  en  sept  par- 
ties, par  les  parallèles  CG,  El,  et  par 
les  droites  NK,  LF,  BH,  HP,  per- 
pendiculaires aux  premières ,  il  s'agit 
de  déterminer  les  dimensions  de  ces 
divers  segments,  de  manière  qu'en 
les  réunissant  comme  l'indique  la 
figure  suivante, on  obtienne  les  carrés 
KNLP,  MBNK,  PLEM,  égaux  entre 
eux. 
Si  l^problème  eit  possible,  le  côté  de  chacun  des  petits  carrés 


(')  Ce  problème  appartient  à  une  partie  de  la  Géotnrirîc  dont  le  jeu  du 
Catie-tiiethituUotSre  de  curieuses  applications.  Les  deux  solutions  suivantes 
m'gnt  été  coromaniquées  par  M.  Paul  Busjcbop,  de  Bruges,  mort  l'année 
dernière. 
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doit  être  p= ,  a  désignant  le  eàlé  du  grand  carré.  Donc  : 

BM  =  MP  =  NK  =  CN  ->  NL  =»  ~ . 

1/5 


Les  triangles  CMB, 
BMG  étant  sembl«blc«, 
on  a 

CM      CB 

BM""Br,'' 
puis,  i  cauee  de 

CM=.a\/|: 


Ainsi,  la  possibilité  de  la  décomposition  demandée  étant  toujours 
admise,  la  distance  BG  est  égale  à  la  moitié  de  la  dûu/onafo  du 
carré  donné.  Les  diverses  parties  dont  se  compose  la  première 
figure  ne  dépendant  que  de  cette  distance  BG,  nous  laissons 
au  lecteur  le  soin  d'en  faire  le  calcul,  et  de  vérifier  qu'elles  satis- 
font à  toutes  les  conditions  du  problème. 
Seconde  solution.  Le  carré  ABCD,  au  lieu  d'être  décomposé  en 
sept  parties,  peut  l'éu-e  en  Auif,  dispo- 
sées comme  l'indique  la  figure.  Alors 
ces  huit  parties,  groupées  ainsi  qu'un 
e  voit  dans  la  figure  qui  suit,  forme- 
ront trois  carrés  égaux,  si  le  problème 
est  possible. 
On  a  d'abord  : 

tX  =  LR  =  RP  =  QS  =  AQ  «  —  . 
1/3 
En  second  lieu,  la  similitude  des  triangles  ABK ,  LDE  donne 

\       Vzj 
X  représentant  BK. 
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fin,  la  somme  des  droites  DE,  CK  devant  être  égale  au 
c6(é  du  troisième  petit 

carré,  on  a  aussi 


l      V 


vi\  •  --■'' 


1/5 
On  lire,  de  celle  équa- 
tion, 

en  sorie  que  le  poini  K 
se  constniit  aisément. 
La  vérification  de  la  possibilité  du   problème   ne   présente 
ensuite  aucune  difficulté. 

mfelèBe  ■.▼!. 

Qvxl  est  le  lieu  des  points  de  contact  mutuels  de  deux  drcon- 
fërmces  variables  C,  C,  langenles  à  dtitx  circonférences  fixes 
O,  0-? 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  quatre  circonrérences 
extérieures  deux  h  deux  : 
soient  k' ,  A,B,B',  M 
les  cinq  poinls  de  con- 
tact. D'après  le  Théo- 
rème cm,  le  point  de 
concours  P  des  cordes 
AA',  BB'  est  le  centre 
de  simililude  direele  des 
cercles  donnés.  D'un  autre  c6lé  : 

PM*«=PA.PA'  — PB.PB'; 

et  il  est  facile  de  voir  que  la  distance  PM  est  constante. 
En  efTel,  soit  D  le  point  où  la  transversale  PA'A  coii|ic,  de 
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nouveau,  la  circonréreoce  0,  et  soit  EE'P  une  ungenie 
aux  cercles  O,  0'.  On  a,  simulUnément  : 


PA.PA'=PB.PE': 

le  lieu  du  point  H  est  donc  la  circoDfÉreQce  décrite  du  poini  P 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  moyenne  proportionnelle 
entre  PE  et  PE'. 

Remarque.  Ce  problème  donne  lieu  à  une  discussion  intéres- 
sante ,  que  nous  supprimons. 


Étant  donna  deux  pomU  A,  B,  trouver  te  lieu  des  point$  C 
talitfaUant  à  ta  relation 

mÂc"  -4-  fiBC'  =  f, 
dont  laquelle  m,  n,  I  lont  dei  nombres  donnés  et  une  longueur 
donnée. 

Partageons  la 
distance  AB  en 
deux  parties  AD, 
BD,  qui  soient  en 
raison  inverse  des 
nombres  m,  n; 
nous  aurons  (Th.  LXXV)  : 

BD .  ÂCV  AD  BÔ*  =  (CD'  +  A  D .  BD)  AB  ; 
ou,  i  cause  de 

BD=     "*     AB,    AP=     "     AB: 

m  •*-  n  »M  +  H 

niAC'  -t-  nBC'  =  (m  +  h)  CD'  +  —  "■  ■  ÂB* . 
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La  rehtion  proposée  se  réduit  donc  à 


, .         mit    — , 

(m  -4-#i)CF  -«- AB  =>  P. 

m  -♦-  » 

Celle-ci  exprime  que  la  distance  CD  est  constante  ;  donc  le  lieu 
du  point  C  est  une  circonférence. 

Remarque.  Sï  m^  n  étaient  des  nombres  entiers,  on  pour- 
rait supposer  que  m  points  sont  confondus  en  Â,  et  que  n  points 
sont  confondus  en  B.  Alors  le  point  D  serait  le  centre  des 
moyennes  distances  de  ces  deux  groupes  de  points;  et  le  pro- 
blème proposé  deviendrait  un  cas  particulier  de  celui-ci  :  trouver 
le  ïieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de 
chacun,  à  des  points  donnés  y  soit  équiixdente  à  un  carré  donné. 
On  savait  déjà  (Th.  IV)  que  ce  lieu  est  une  circonférence;  mais 
comme  les  nombres  tn,  n  pourraient  n'avoir  pas  de  commune 
mesure,  une  solution  directe  était  nécessaire. 


ProMène  X«irill. 

Étant  donnés  deux  points  A,  B,  trouver  le  lieu  des  points  C 
satisfaisant  à  la  relation 

dans  laquelle  m,  n»  1  sont  des  nombres  donnés  et  une  longueur 
donnée. 

Ce  problème  se  résout  comme  le  précédent  :  le  lieu  est  une 
circonférence  dont  le  centre  partage  AB  en  deux  segments  sous- 
tractifs  AD',  BD%  inversement  proportionnels  aux  nombres 
m^n. 

mMène  LIS. 

Étant  donnés  deux  groupes  de  points,  trouver  le  lieu  des  points 
tels,  qtte  la  somme  des  carrés  des  distances  de  chacun,  aux  points 
du  premier  groupe^  diminuée  de  la  somfne  des  carrés  de  ses 

16 
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dâUmeet  ma  pomtt  du  teoomd  groupe,  toit  égalé  à  tm  carré 

donné  m*. 

Soient  A ,  B,  C... ,  les  poinu,  en  oombre  n ,  appartenant  au 
premier  groupe,  et  A',  B', 
C'...,  les  points,  en  nombre  n', 
composant  le  second  groupe. 
Soient  0,  0'  les  centres  des 
moyennes  distances,  relatifs  à 
ees  deux  groupes  de  potnu. 


..  =  iÔ'  -»-  BO*  H ^-  nOH*, 


n'ôH'. 


Nous  avons  (Th.  III): 
ÂIi*+BM'+CM' 

ATr-.-ffM*-j.c^'-t- — jrô^-t-Bir+- 

d'où ,  en  retranchant, 

m'  =  (ÂO'  -f  .-)  —  (A^'  +  "■)  +  nOl*  - 

Celle -relation  donne 

bOS'— n'ÔlT™*», 

k  représentant  une  droite  que  l'on  peut  supposer  connue. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  celui  qui  précède,  et  te  lieu 
est  une  circonrérence. 

Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  MT,  MT',  me- 
née» de  chacun  à  deux  cercles  donnés  0,  O',  soietit  en&e  elle* 
comme  deux  longueurs  données  m,  m'? 

Si  nous  menons  les  rayons  OT,  OT'  passant  par  les  points  de 
contact,  nous  aurons 

MT*  =  0M'  — ÔT*. 
HT''  =  ÔM*  —  &r*; 
conséquemment, 

5S*— ôt'      jM» 
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Celte  proportion  donne 

m'* .  ÔM*  —  m* .  ÏÏ^5'=  m" .  ÔT*  —  m".  ÔT'. 

Ainsi,  la  différence  des  carrés  des  distances  OM,  OW,  rcspec- 
lÎTemeDi  muliipliés  par  des  nombres  donnés,  est  constante.  Donc 
le  lieu  est  une  circonrérence. 


Quel  est  le  lieu  géométrique  d'un  point  M  tel,  que  ta  diilanct  à 
la  bote  AB  d'un  trttmgle  isoacèle  dotmé,  aoit  moyenne  proportion- 
nelle entré  ies  diitanceg  avx  deux  autreê  cotét? 

Abaissons  MQ,  MN,  MP  perpendiculaires  sur  les  cdtés  du 
triangle.  Nous  aurons 

UQ        HN 

mn"  mp' 

Les  angles  QHN,  ABC  sont  égaux,  comme  ayant  les  cAléa 
respectivement  perpendicu- 
laires. De  même,  l'angle  NMP 
est  égal  à  BAC.  Donc  les 
angles  QMN,  NHP  sont  égaux 
entre  eux. 

Par  suite,  les  triangles 
HNQ,  MNP  sont  semblables, 
comoK  ayant  un  angle  égal 
compris  Mitre  c&tés  propor- 
tionnels; et  les  triangles  QBN, 
NAP  sont  équitngles  entre 
eux.  Donc  les  quadrilatères  MQBN,  MN.\P  sont  semblables. 

Menons  les  diagonales  MB,  MA  :  nous  formons  ainsi  deux 
triangles  rectangles  MQB,  MNA,  semblables  à  cause  de  la  simi- 
litude des  quadrilatères;  donc  les  angles  MBQ,  MAB  sont  égaux 
entre  eux  ;  d'où  il  suit  que  l'angle  AMB  est  constamment  égal  à 
Tangle  CBA  du  triangle  donné.  Le  point  H  décrit  d(H)c  la  circon- 
lérence  tangente,  en  A,  B  aux  cdtéa  AC,  BC. 
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Remarque.  Les  extrémités  D,  E  du  diamètre  COE  sont  la 
centres  du  cercle  inscrit  et  de  l'un  des  cercles  ex-iasoriu  au 
uiangle  ABC. 


Étatit  donnée!  une  droite  fixe  AB  et  detixperpendiailairet  AC, 
BD,  on  coupe  cet  deux-ci  par  une  Iranttenale  quelconque  ËP; 
on  prend  mr  AB  un  point  P  tel,  que  le  rectangle  det  tegmenU 
de  AB  soit  équivalent  au  rectangle  des  segments  déterminés  sur 
les  perpendiculaires;  puis,  du  point  P,  on  abaisse  PM  perpendi- 
culaire à  EF.  Quel  est  le  Heu  du  point  M  ? 

Dans  le  quadrilatère  APHE,  les  angles  en  A  et  en  M  sont 
droits;  donc  ce  quadrilatère  est  in- 
scrit à  la  circonférence  décrite  sur 
EP  comme  diamètre.  De  même,  la 
circonférence  décrite  sur  PP  comme 
diamètre  passe  par  les  points  H,  P. 

Menons  AM ,  MB  :  nous  formons 
ainsi  deux  angles  AMP,  BMP,  respec- 
tivement égaux  à  AEP,  BFP,  comme  ayant  mêmes  mesures  que 
ceux-ci . 

Les  triangles  rectangles  EAP,  PBF  sont  semblables;  car,  par 
hypothèse, 

AE.BF^PA.PB; 

donc  les  angles  AEP,  BFP  sont  complémentaires;  et,  par  consé- 
quent, les  angles  AMP,  BMP  le  sont  aussi. 

De  là  résulte  que  l'angle  AMB  est  droit.  Le  lieu  cherdié 
est  donc  la  demi -circonférence  décrite  sur  AB  comme  di«>, 
mètre. 

Remarque.  Lorsque  le  point  E  reste  fixe  et  que  la  transver- 
sale EF  tourne  autour  de  ce  point,  le  point  M  décrit  la  circon- 
lërence  AMB.  Pour  une  seconde  position  du  point  E,  on  obtient 
la  fnéme  circonférence;  et  ainsi  de  suite.  Le  lieu  géométrique 
proposé  se  compose  donc,  en  réalité,  d'une  infinité  de  ciramfi- 
rencea  superposées. 
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Par  l'un  des  points  tTinlerseclion  de  deux  drconfèrencei  o,  o', 
on  mène  deux  droites  rectangulaires  Pa,  Pa',  qui  rencontrent  If 
Kffne  des  centres  en  a,  a',  et  les  circonférences  en  b,  c,  et  b',  c*. 
Démontrer  que  l'on  a  toujours 

ab      a'b' 


Les  angles  en  P  étant  droits,  les  eordes  ee,  W,  sont  des  dift- 
mètres.  D'ailleurs,  les  trian- 
gles 6P&',  cPc',  coupés  par  la 
transversale  oo',  donnent 

ai  .Pa' .  h'o'  =  bo'  a'b'  .Pa, 

co .  a'c'.  Pa  =s  oe.Pa'.  c'a; 

d'où,  4  cause  de  60'  =■  b'o',  co  =  c'o  : 

ab.a'e'esa'b'.ae; 

tu. 

rr*kl«M«  LXIT. 

Par  «n  point  O,  prissur  le  prolongement  d'un  diamètre  BA  du 
cercle  C,  on  mène  une  sécante  quelconque  OHH';  on  prend  tes 
milieux  N,  N'  de»  an»  AM,  AU';  on  joint  le  centre  C,  aux  points 
N,  N',  par  les  droites  CN,  CN',  lesquelles  rencontrent  enD,D'  la 
perpendiculaire  menée,  au  diamètre  AB,  par  le  point  O.  Prouver 
que  le  rectangle  de  OD  par  OD'  est  constant,  quelle  que  soit  la 
direction  de  la  sécante  (*). 

Menons  la  droite  BHE  :  elle  est  parallèle  h  CND.  En  effet, 

O  Grand  Concours  <1844). 
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Paa^  ABH  a  pour  menre  b  moilié  de  l'are  AM;  donc  il  est 
^  i  ACN;  tse.  Pour  h  même  ntsoa.  BH'E'  est  parallèk 

k  C\  D*. 

Cela  étant,  notu  avons,  à  cause  des 

parallèles  : 

OB  OC 

OD-OB.-,    OD-OE-.gji 

d'où 

OD.oD'=.oE  or./^'- 

II  suffit  donc  de  Térilîcr  qur  le  rect- 
angle de  OE  par  OE'  est  constant. 

Or,  l'angle  M'MB,  ayant  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  BM',  est  cont- 
aire  de  l'angle  OBM',  e'est4-dire  égal  &  E'.  Par  suite,  le 
qnadrOalire  EE'M'H,  dans  lequel  les  angles  E',  EMM'  sont  sup- 
plànentaires,  est  inscrîpUble  à  une  circonrérence.  Donc  : 

OE .  DE'  =  CM .  OM'  =  OA  .OB. 

Cest  ce  qu'il  fallait  démcnitrer. 


Protwer  qu'il  exure,  tur  la  ligne  CC'  des  caitret  de  deux  etr- 
det  qui  ne  se  coupent  pai,  deux  pointt  O,  O'  satùifaisant  aux 
relatûmx 

CO.CO=R»,    C'O.C'O^R", 

dons  letquellei  B,  B'  désignent  les  rayon*  (*). 

D'après  le  premier  Corollaire  du  l^éorème  XL,  les  poinu  0, 


(')  Grand  Conrours  (18tS). 
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O'  MBt  ceui  OÙ  la  droite  CC  est  coupée  par  une  circonfé- 
rence I,. orthogonale  aux 
circonférences  données. 

Nous  pouvons  donc  re- 
garder le  problème  comme 
résolu. 

Bemarque.  On  trouve  aisément,  en  représeolant  par  d  la  dis- 
tance des  centres, 


CO  +  CO'-»- 


eo  sorte  que  l'on  pourrait  encore  déterminer  les  points  0,  0' 
en  cherchant  un  rectangle  équivalent  h  R*,  et  dont  la  somme 
des  dimensions  serait  donnée  ;  mais  la  première  construction 
vaut  mieux. 

Pr«UèB«  i.XVI. 

Prouoer  qu'il  existe,  «ur  ta  ligne  CC  de»  centre»  de  deux  cercle» 
intiriewt  l'un  à  l'autre,  deux  point»  0,  0'  tels,\que  Ut  diitance» 
de  chacun  aux  extrémité»  d'une  corde  commune  MM',  perpeTidicu- 
laire  à  la  ligne  de»  centre»,  »ont  dan»  un  rapport  constant  (*). 
C(Hisîdérons,  comme  dans  le  problème  précédent,  les  points 
de  rencontre  0,  0', 
de  la  ligne  des  cen- 
tree,avec  la  circonfé- 
rence I ,  qui  coupe 
oriliogonatement  les 
deux  cercles  donnés. 
Joignons  les  extrémi- 
tés M,  M' de  la  corde 
commune    MM',    & 
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ran  de  ces  deux  poiocs,  par  exemple  aa  poim  O,  par  les 
droites  OH,  OU'.  Nous  poinroos  déinoDtrer  que  le  rqiport  de  ees 
droites  est  iDdépendant  de  h  positioD  de  h  eorde. 
Eo  effet,  le  triangle  OCM  donne  : 

ÔiP«5c*^R«— 20C.CP  =  5cVr«  — 20C.(0C  — OP), 

ou 

Ôff=  R*— ÔC*  •*•  20C .  OP; 

on  eneore,  à  cause  de  R'  ^^  CO .  CO'  : 

Oir«=  CO(CO'—  CO  H-  20P); 
ou  enfin  : 


ÔM^=2C0.IP. 


De  même, 


J7* 


OM'  =  2C'0 .  IP; 


donc 


ut 


OM        CO 


OM 


«      CO 


Ainsi,  le  rapport  des  distances  OM,  OM'  est  constant,  et  son 
carré  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point'  0  aux  centres 
des  cercles  donnés. 

Étant  donnés  un  cercle  0  et  une  droite  AB  qui  ne  se  rencon- 
trent pas  t  on  prendj  sur  la  droite,  un  point  quelconque  M,  (f  ou 
Pon  mène  deux  tangentes  au  cercle;  on  prolonge  la  corde  de  cosh 
tact  CD  jusqu'à  sa  rencontre,  en  M',  avec  la  droite  donnée. 
Existe-t-il  un  point  F  d'où  le  segment  MM'  soit  tu  sous  un  angle 
droit,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  (*)? 


(*)  Grand  Coocoare  (4846). 
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Si  le  point  P  existe,  il  appartient  à  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  O  sur  AB. 
En  eSét,  quand  le 
point  H  s'éloigne  in- 
définiment du  pied  E 
de  cette  droite,  le 
point  M'  s'en  rappro- 
che, de  façon  que 
'  l'angle  MPM' devient, 
à  la  limite,  XPE,  PX 
étant  parallèle  à  AB. 
Hais,  cette  même 
droite  PX  doit  être 
perpendiculaire  à  PE  :  donc,  etc. 

Dans  le  triangle  rectangle  MPH*» 

PË'=EM.EH': 

donc  le  point  P  sera  fixe,  si  le  second  membre  a  une  valeur 
constante.  Or,  les  triangles  MBO,  M'EP,  évidemment  sembla- 
bles, donneDl 

EV       EO 

EP  '^  ËH'" 


Le  point  F,  intersection  de  CD  avec  OE,  est  le  pâle  de  AB; 
ainsi 


EH .  EM'  =  eonilamte; 


Remarque,  Si,  du  point  E  comme  centre,  on  décrit  une  circon- 
férence ayant  pour  rayon  la  tangente  TE,  elle  coupe  la  perpen- 
diculaire OE  en  deux  points  P,  P'  qui  satisfont  à  la  question. 


THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 


Un  triangU  PQR  étant  àrcontcrit  à  un  cercle  0,  oh  /orme  un 
teeond  triangle  ABC  dont  les  sommets  sont  situés  sttr  les  eoti» 
du  premier,  et  tel,  en  outre,  que  les  droites  AP,  BQ,  CR  se  cou- 
pent en  un  même  point  D.  Des  sommets  A,  B,  C,  on  mène  les 
tangentes  Aa,  Bb,  Ce  :  eUes  coupent  en  a,  b,  c  les  côtés  BC,  CA, 
AB  respectivement  opposés  à  ces  sommets.  On  propose  de  démon- 
trer  que  tes  trois  points  b,  h,  c  sont  en  ligne  droite  (*). 

Si  les  poÏDts  a,  b,  c  sont  sur  une  même  droite,  leurs  polaires 
se  coupent  eo  un  même  point,  et  réciproquement. 

La  polaire  du  point  a  passe  par  te  point  de  contact  E  de  la 
tangente  AË  et  par 
le  pdie  de  BC.  Ce 
pôle  est  l'intersec- 
tion a  des  droites 
FM>  GN.  polai- 
res respectives  des 
sommets  B,  C. 

Ainsi,  la  polaire 
de  a  est  la  droite 
Ea(**).  Demême, 
F^  et  G7  soDt  tes 
polaires  des  points 
b,c. 

D'après  la  réci- 
proque du  ttiéorè- 
me  de  Ptolémée, 
appliquée  au  triao- 


(*)  Un  eis  particnlicr  de  ce  probl6me  a  été  propoié  au  grand  Coneonn, 
en  1847  (mattiémnliinmi  supérieures). 
(")  Non  Inde  sur  la  figure. 
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gie  a^,  les  trois  polaires  se  coupeni  en  un  même  point  si 

«6.^E.rF'»«F.^.rE (i) 

Remarquons  maintenant  que^  d'après  Ténoncé,  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés ,  dans  les  triangles  ABC,  PQR,  sont 
en  ligne  droite  (Th.  XI);  donc  les  polaires  de  ces  points  se  cou- 
pent en  un  même  point.  La  polaire  du  point  de  concours  des 
côtés  BC,  QL  est  la  droite  aL  {*).  De  même,  ^M  et  yN  sont 
les  polaires  des  deux  autres  points  de  concours.  Ces  trois  droites 
se  coupant  en  un  même  point,  on  a,  par  le  théorème  de  Pto- 
lémée, 

aM.|iN.rL  =  aN.pL.rM (2) 

Le  théorème  de  Carnot,  appliqué  au  triangle  a^y  et  au 
cercle  0^  donne 

aP .  aM .  |9G .  pN .  rE  •  r L  -»  «G .  oN .  |9E .  |3L .  rF .  rM    -    {^) 

Or,  Tégalité  (1)  est  une  conséquence  des  égalités  (2)  et  (3); 
donc  le  théorème  est  démontré. 

Remm^ques.  —  L  Si  Ton  construit  la  figure  polaire  réciproque 
de  la  première,  relativement  au  cercle  0,on  est  conduit  au  théo- 
rème suivant  : 

Un  triangle  LMN  étant  inscrit  à  un  cercle  0 ,  on  forme  un 
second  triangle  a^,  dont  les  côtés  passent  par  les  sommets  du 
premier j  et  teU  en  outre,  que  les  points  de  concours  e,  f,  g,  des 
côtés  correspondants,  soient  situés  sur  une  même  droite.  On  joint 
ensuite  les  sommets  a,  ^,  y  avec  les  points  E,  F,  G  oii  les  côtés 
^,  yoLj  a^  coupent,  de  nouveau,  la  circonférence  0  :  les  droites 
«E,  PE|  yG  concourent  en  un  même  point  1. 

IL  Les  deux  théorèmes  précédents,  comme  ceux  de  Pascal, 
de  Brianchon,  de  Carnot,  etc.,  subsistent  quand  on  remplace  le 
cerde  0  par  une  ligne  quelconque  du  seeohd  degré. 


(*)  Non  traeée  sur  la  figure. 


THÉORÈMES  BT  PROBLÈHES 


PiWhlkBO  LSIX. 


Étant  dotmét  detac  pointt  fixes  A,Bet  deux  longueurs  >,  ft,  on 
prend,  »w  la  direction  de  AB,  un  point  quelconque  fi,  qu'on 
regarde  comme  le  centre  d'un  cercle  décrit  d'un  rayon  R  déter- 
miné par  la  relation 

R.AB^i.AH  +  ^.BN. 

Prouver  que  le»  différents  cercle»,  ainsi  décrits  pour  les  différents 
poitU»  M  de  la  droite  AB,  sont  tous  tangents  à  deux  mèmtt 
droites  fixes  (*). 

Décrivoos,  des  points  A,  B  comme  centres,  avec  fx  et  >  pour 
rayons,  les  circonférences  CC,  DD'  ;  menons,  à  ces  lignes,  les 
tangentes  communes  CD,  CD';  abaissons,  sur  ces  droites,  les 
perpendiculaires  ME,ME', 
évidemment  égales  entre 
elles  ;  enfin ,  décrivons,  du 
point  H,  comme  centre, 
la  circonrérence  EE',  la- 
quelle est  tangente   aox 
droites  CD,   CD'.   Celle 
circonférence  sera  prédsément  celle  qui  est  déterminée  par  li 
relation  ci>dessus.  En  effet,  à  cause  des  parallèles  AC,  ME,  BD, 
nous  avons  (Th.  I)  *, 

HE.AB»jL.AH-t-<o.BH; 
donc  ME  =  B. 

Étant  donnés  deux  axes  fixes  Ox,  Oy  ;  autour  d'un  point  fixe  P 
on  fait  tourner  un  angle  aPb  de  grandeur  donnée  a.  On  demande 
de  prouver  qu'il  existe  sur  l'axe  Ox  un  point  fixe  A,  et  sur  taxe 

(*>  Grand  Concoun  [\9W\ 
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Oy  wt  point  fixe  B,  lêlt  que  le  rectangle  des  eegmentt  Aa,  Bb 
Msie  constant  pour  toute»  les  po$Uûnu  de  l'angle  (*). 
Si  la  proposition  énoncée  est  Traie,il  sera  facile  de  déterminer 
les  positions  des  points  A 
et  B.  En  effet,  supposons 
que  le  point  variable  actdn- 
cide  avec  A;  alors  le  seg- 
ment Aa  s'annule;  donc, 
pour  que  le  rectangle  des 
deux  segments  puisse  être 
différent  de  zéro ,  le  seg- 
ment B6  doit  devenir  infini,  ou  le  cAté  B6  être  parallèle  k  Oy. 
Ainsi,  pour  trouver  le  point  A ,  nous  menons  PD  parallèle  4 
Oy,  et  nous  faisons  Tangle  DPA  =  et. 

De  même,  après  avoir  mené  PC  parallèle  à  Ox,  nous  ferons 
CPB  =  a. 

Il  s'agit  donc  de  vérifier  que,  tes  points  A ,  B  étant  déterminés 
comme  il  vient  d'être  dit,  le  rectangle  Aa  .  B6  est  constant. 

Or,  si  des  angles  égaux  6Pa.  DPA,  nous  retranchons  la  partie 
commune  DPi^  il  reste  les  angles  6PD,  aPA,  égaux  entre  eux. 
D'ailleurs,  les  angles  £PD,  BAP  sont  égaux,  comme  alternes 
internes;  donc  aPA  »  B6P. 

On  prouverait,  de  la  même  manière,  que  les  angles  APB,  AaP 
sont  égaux.  De  là  résulte  que  les  triangles  AaP,  B6P  sont  sem- 
blables. Par  suite, 

Aa.Bb  =  AP.BP. 


rvcMAMM  ■.xsi. 

£fant  dotmét  deux  cercles  0,  O'  qui  ne  se  touchent  pas;  da 
dmque  point  H  de  l'un,  0 ,  on  mène  deux  droites  aux  centres  de 
Mimilitude  S,  S'  des  deux  cercles;  ces  droites  rencontrent  l'autre 
cercle  0'  en  quatre  points  a,  a',  b,  b'.  Prom^er  que  deux  dé 

(')  Grand  Concours  (I8S0). 
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ces  pointé  sotU  Mr  un  diamètre  du  cercU  0',  et  qw  la  droite  qm 
'  —  yot'iif  te$  deux  autres  patte  par  un  point 
fixe,  quel  çue  toit  te  poitU  M  prit  «ur  le 
cercle  OC). 

1*  Les  points  homologues  M,  b  sont 
sur  deux  rayons  parallèles,  MO,  M)'.  De 
roéme,  M,  a'  sont  sur  deux  rayons  pa- 
rallèles MO,  a'O'.  Donc  bO'a'  est  un 
diamètre. 

3'  Si  le  point  mobile  M  vient  en  A 
ou  en  B,  aux  extrémités  du  diamètre  situé 
sur  00',  les  droites  MS,  M5'  coïncident 
avec  00*;  donc  le  point  fixe  P,  s'il  existe, 
est  l'interseelin  de  Ut  corde  ab'  avec  ta 
ligne  des  centres. 

Eo  considérant  le  triangle  SHS',  et  les 
transversales  àPb,  a'O'b,  on  a  par  le 
théorème  de  Ptolémée  : 

Sa.M6'.S'P=SP.S'b'.Ha. 
Sa'.  Ub.  S'O'»  SO'.  S'b .  Ha'; 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

Sa.Sa'.Hb.Mb'.S'P.S'O' 
=  SP.SO'.S'6.S'5'.Ma.Ma'.   .    (1) 

A  cause  de 

Mb.  M6'» Ha. Ha', 
Sa.  Sa*  =  SA'.  SB', 
S'6. S'b'  — S'A'. S'B', 

l'égalité  (I)  se  réduit  à 

SA'.SB'.S'P.S'O' 
—  SP.SO'.S'A'.S'B', 


('}  Grand  C«ucour*  (18SI). 
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SA'     SB'     S'O' 

"  S'A'  'WÂ''W 


Le  second  membre  est  indépendant  de  la  position  du  point  H  ; 
dcHM  le  rapport  des  distances  SP,  S'P  est  constant,  et  le  point  P 
ettâxe. 


Par  un  point  A,  sitité  sur  la  biuectrice  d'un  angh  xOy,  on 
mène  une  fransrertale  BAC,  qui  rencontre  en  B,  C  les  côtés  de 
l'angle.  On  abaisse  BD ,  CE  perpendiculaire»  à  la  bissectrice; 
pais,  ayant  pris  le  milieu  G  de  OA,  on  décrit  une  circonférence 
tur  GE  comme  diamètre.  Quel  est  le  lieu  des  intersections  de  celte 
ligne  avec  la  perpendiculaire  BD  (')? 

H  étant  l'un  de  ces  points  d'intersection,  la  corde  GM  est 
moyenne  proportionnelle  entre 
GDctGE. 

D'un  autre  cAlé,  si  l'on  pro- 
longe la  transversale  CB  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  la  perpcndî-- 
culaire  OF  à  OE,  la  droite  AF 
sera  partagée  harmoniquement 
en  B,  C  (Th.  XVI,  Rem.  II). 
De  là  résulte  que  OA  est  parta- 
gée harmoniquement  aux  poinls 
D,  E;  donc  (Th.  XIX,  Rem.) 

GA  est  moyenne  proportionnelle  entre  GD  et  GE;  ou,  parce 

qui  précède, 

GH  =  GA. 

Le  lieu  du  point  H  est  donc  la  circonférence  décrite  sur  OA 
comme  diamètre. 


(')  Grand  Concourt  (tSSSJ. 
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rrshUBC  ■.XXIII. 


Par  le  point  de  contaxl  A  de  deux  circonférence»  O,  O',  on 
mène  deux  cordes  AC,  AC,  dont  le  rapport  m  ett  donne.  Det 
antre»  O,  O',  on  abaisse  de»  perpendicuUùret  OP,  O'P  tur  ce» 
cordes.  Quel  est  le  lieu  du  point  P  (*)? 

II  est  visible  que  le  lieu  du  point  P  est  semblable  au  lieu 
décrit  par  l'interseciion  M  des  cor- 
des BC,  B'C,  supplémentaire»  des 
premières;  de  plus,  A  est  le  centre 
de  similitude  des  deux  lignes  incon- 
nues ;  cherchons  donc  le  lieu  du 
point  H. 

Si  le  rapport  donné  est  un,  c'est- 
à-dire  si  les  cordes  AC,  AC  sont 
égales,  les  triangles  MCA,  HC'A, 
reclangies  en  C,  C'.soflt  égaux;  doofr 
M  A  est  la  bissectrice  de  l'angle  BHB'. 
Conséquemmenl, 

HB       AB 
MB'°*AB^" 
Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  le  lieu  du  point  M  se  réduit  i 
la  circonrérence  tangente,  en  A,  aux  circonférences  données» 
et  dont  le  diamètre  partage  hàr- 
moniquement  BB'. 

Pour  ramener  le  cas  géaéral 
au  cas  particulier,  remplaçofis  la 
circonférence  AB'  par  une  cir- 
conférence auxiliaire  AB",  telle 
que 

AS"  =  mAB'  : 

les  cordes  homologues  AC,  AC' 
(')  Grand  Concours  (1899). 
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seront  dans  le  rapport  m;  donc  il  y  aura  égalité  enire  les  cordes 
AC,  AC",  et  k  point  auiiliaire  M'  décrira  une  circonférence 
pMMDt  en  A.  Hais,  à  cause  des  parallèles  B'M,  B"M'  : 


BM'      Bfl"      AB-+-mAB" 
donc  le  lieu  du  point  H  est  encore  une  àrconférence. 


On  donne  «ne  cinonfënnce,  une  droka  L\J,  et  deux  points 
A,  A'  tur  la  circonférence.  On  joint  un  point  quelconque  H,  de 
la  courbe,  aux  points  A,  A';  les  droites  MA  MA'  rencontrent  LL' 
et  P,  P*.  Démontrer  qu'il  existe,  sur  LL',  deux  points  fixes  I,  I', 
tel»,  qm  le  produit  de  IP  x  l'P'  devienne  constant ,  lorsque  le 
point  M  se  meut  sur  la  circonférence.  Déterminer  les  position» 
de  ces  points  ('). 

Si  la  proposition  est  vraie,  le  facteur  l'P'  doit  être  nul ,  quand, 
le  point  P  s'éloi- 
gne à  l'iofini;  au- 
U-ement  dit»  P* 
doit  alors  se  con- 
Tondre  avec  1'. 
Traçons  donc  la 
corde  AB,  paral- 
lèle à  LL',  et  me- 
nons BA'  :  cette 
droite  coupe  LL' 

au  point  r.  De  même,  traçons  la  corde  A'fi',  parallèle  i  LL',  et 

menons  B'A  :  cette  droite  coupe  LL'  au  point  l. 


(*}  Concours  général  des  Lycées  ileprp«ûiee  (lS7(i).  Solut 
KD,  élève  du  Lycée  de  Stint-Ëtienne.  [Ifouvellet  Annale$.) 
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n  ne  s*agit  plus  que  de  vérifier  h  eonslanee  du  produit 
IP  X  W.  Or,  il  est  visible  que 

MPr  =.  MAB  =  FAT ,    MFP  =  MA'B'  =  lAP; 


doue  les  triangles  FAT,  lAP  sont  équiangles.  Conséquem- 

inent 

AT  _  FF 

1p      aT' 

ou 

IP  X  l'F  =  AI  X  AT  =  coiwf. 

Remarque.  Si  la  corde  A  A'  est  parallèle  a  LL\  les  points 
I,  r  sont  situés  sur  les  tangentes  en  A,  A%  à  la  circonférence. 


A  tm  triangle  donnée  ABC,  tmcrtre  le  système  de  trois  cerdes 
X,  Y,  Z,  tels  que  chacun  d'eux  soit  tangent  aux  deux  autres  et  à 
deux  côtés  du  triangle  (*). 

Soient  SMS',TNT',UPU'  les  tangentes  communes  intérieures, 
lesquelles  se  eoupent  au  centre  radical  R  des  trois  cercles  incon- 
nus. Soient  D,E,  F,  6,  H,  Kles  points  de  contact  avec  les 
côtés  du  triangle  donné. 

1*  Il  est  facile  de  voir  que  le  point  U,  intersection  de  UPU' 
avec  AB,  est  le  point  où  la  circonférence  C,  inscrite  au  triangle 
S'RP' ,  touche  le  côté  S'P'  de  ce  triangle. 

En  effet,  à  cause  de 

UG  =  DP  =  UD,    Dr  =  Nr,    GS'=IIS',    RM  =  RN, 

on  a 

UT'  —  US'  =  or  —  GS'=  NT'—  MS'  «  KT—  MS'. 


(*)  Ce  problème  porte  le  ooon  du  célèbre  Géonièirc  Maifafii{Qc  en  1751, 
mort  en  1807) ,  qui  parait  Tavoir  résolu  le  premier. 
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Ainsi  le  point  U  est  situé  sur  le  côté  S'T',  de  manière  que  la 


(liflërence  de  ses  distances  aux  saHnHs  voisins  l'galc  la  diflé- 
rencc  des  càiès  RT',  RS'.  Cette  propriéli  caractérise  le  point  de 
conlacl  dont  il  s'agit  (Liv.  Il ,  Tli.  XX). 

3*  De  même,  la  circonférence  A',  inscrite  an  triangle  formé 
par  RT',  RU',  BC,  loucherait  BC  au  point  S;  et  la  ctrconfé- 
rcncc  B',  inscrite  au  triangle  formé  par  RS',  RU',  AC,  totieberuit 
ACau  point  T. 

3*  Si  l'on  considère  lu  système  des  cercles  A',  B',  Z,  on  voit 
(|ue  SS',  TT'  sont  deux  tangentes  communes  extérieure»,  et  que 
I!U'  est  une  langcnlc  conmiune  intérieure. 

Ces  trois  droites  se  coupent  en  R;  donc  (Tb.  CIV)  la  seconde 
langenie  commune  intérieure,  aux  cercles  A',  B',  passe  par  le 
.«ommeiC,où  concourent  les  tangentes  communes  extérieures 
BCAC. 

4*  Nommons  a.,  y  les  points  où  UU',  SS'  touchent,  respecti- 
vement, les  cercles  A',  C  Je  dis  que  Udc=  S/. 

En  eflel  : 

PU  =  GU--S'C  — S'U=>S'M  — S'r»My. 
P«  =  DP—  U'.  =  C'F  —  U'S  =  SF  =  SM; 


TltOKtMES  CT   numiXES,  ETC. 


y  La  taiynte  l^  &  h  dreonferoiee  A',  est  mojcniie  pro- 
ponioBodle  cnire  US  ei  Uo,  a  éfam  h  seeoode  iotarseclioo  de 
IIS  a^«e  A'.  De  même.  S/  est  OMyyemie  proponioDiidle  entre 
SU  et  S/.  A  eaose  de  Ua= S/,  oo  a  doue 

SasUc 

Ainsi,  /a  îramtcmale  US  déîermime^  dmms  les  cercles  A\  G^  des 
cardes  égales.  Ces  cercles  soml  doue  nu,  du  somumei  B,  «ws  dn 
magies  égaux  (Th.  C).  Autrement  dit,  la  sectmde  immgenie  corn- 
mume  nOèrieure^aux  cercles  A\ C\  est  la  bissedriee  de Caugle  B 
du  triangle  donué  (*). 

De  là  résulte  la  constniction  suivante,  donnée  par  STEiREa  : 

1  étant  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  inscrivez, 
aux  triangles  BIC,  CIA,  AIB,  les  cercles  A\  B\  C.  Menez  à  ces 
cerdeSf  pris  deux  à  deux,  les  tangentes  communes  SS\  TT^,  UU'; 
vous  formerez  ainsi  trois  triangles  ATT',  BUU',  CSS\  ayant 
chacun  pour  côtés,  une  de  ces  tangentes  et  deux  côtés  du  triangle 
ABC  Les  cercles  X,  Y,  Z,  inscrits  à  ces  noutxaux  triangles, 
sfmt  les  cercles  demandés  (**). 


(*)  Celle  remarquable  démonslratiou  est  due,  en  grande  partie,  an 
D'Haet  {Quarierly  Journal,  1. 1,  p.  219). 

(*')  Pour  les  recherches  relatives  au  PnMime  de Malfattl^Xt  leeteor  peut 
eonsniler  les  ouvrages  suivants  : 

Mémoirtt  de  la  Sociclé  i/atienne  (1805);  Annales  de  Geigomme  (t.  1,11,  X);' 
Journal  de  CrelU  (L  I,  \,  XLV,  LXXVI);  Xouvelies  Annales  de  Maihéma- 
tûpus  (t.  V)  ;  Btdieiins  de  V Académie  de  Belgique  (f  87i),  etc. 


LIVRE    IV. 


Dans  icut  pentagone  régulier ^  convexe,  les  diagonales  se  cou- 
pent y  mutuellement,  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Soient  AD,  CE  deux  diagonales  du  pentagone  régulier  A  BCDE, 

inscrit  au  cercle  0.  Je  dis  que  Ton  a 

DF_AF 

af^ad' 


En  effet ,  les  triangles  DEF,  DAE  sont  isos- 
cëles  et  ont  un  angle  commun  ;  donc  ils  sont 
semblables,  c'est-&-dire  que 

DP      DE 

de"âd' 

De  plus,  le  triangle  AEF  est  isoscèle,  parce  que  les  angles 
AEP»  AFE  ont  des  mesures  égales  ;  donc 

DE»AEc»AF, 
puis 

DF_AF 

af'"âd' 

Cest  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Thé«rèiiie  ll< 


Le  côté  du  décagone  régulier  étoile  inscrit  est  égal  au  côté  du 
décagone  régulier  inscrit,  convexe,  augmenté  du  rayon. 

Supposons  qu*après  avoir  partagé  la  circonférence  0  en  dix 
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parties  égales,  on  joigne  k  premier  point  de  division  A  au  fiM- 
triime  point  B,  par  la  corde  AB;  puis  le  point  B  au  ttptième 
point  de  division  C. ,  et  ainsi  de  suite.  On 
obUendra  un  décagone  ABCDEFGHIK  <\a\ 
est,  à  la  fois,  équiangic  et  é«furlatéral, 
maisdonlles  càlés  se  coupent  à  l'intérieur 
du  cercle.  Ce  polygone  est  le  dicagoM 
régulier  étoile. 

Cela  posé,  soient  AB  le  côté  de  ce  déea- 
gone,  et  AH  le  cdté  du  décagone  régulier 
convexe.  Menons  les  rayons  OB.  OH.  Nous  Tonnons  ainsi  deux 
triangles  AMH,  BMO,  semblables,  attendu  que  les  arcs  AG,  BH, 
étant  ^ux  entre  eux,  la  corde  AH  est  parallèle  au  diamètre 
BOG.  De  plus,  les  angles  en  M  et  en  H  ont  même  mesure;  donc 
ils  sont  égaux;  donc  les  triangles  sont  isoscéles.  Conséquent- 
ment 

AB=AH  +  BM  =  AH^BO. 

Remarque*.  —  I.  La  similitude  des  triangles  donne 


Mais ,  dans  le  triangle  AMO,  les  angles  en  A  l'I  en  0  ont  des 
mesures  égales;  donc  ce  triangle  est  isoscèlo;  tlonc 
OM  •=  AM  =  Ail , 

et  In  proportion  devient 

OH       OM 
ÔM  ""  SÎfi  " 

On  retrouve  ainsi  ce  lliéorcmc  :  le  côté  du  décaifone  rtynUer  con- 
vexe ett  égal  à  la  pltu  grande  partie  du  rayon,  pu  rlagé  en  mogenne 
et  extrême  raison. 


H.  La  proportion  précédente  donne 

on  -4-  OM     Oïl  +  s 
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OU  encore 


BM-i-AM      BM 

BM 

AM* 

AB 

BM 

BM 

""ÂM*' 

e'est-A-dire  que  :  si  ran  partage^  en  moyenne  et  extrême  raison^ 
k  côté  du  décagone  régulier  étoile^  le  plus  grand  segment  est  égal 
au  rayon,  et  le  plus  petit  segment  est  égal  au  côté  du  décagone 
régulier  convexe, 

III.  On  a  [G.  Uo]. 

AH=|(l/5-i); 
donc 

« 

IV.  Si  )  on  joint  y  de  deux  en  deux ,  les  points  A ,  H,  E, ...  on 
forme  le  pentagone  régulier  inscrit,  convexe.  De  même,  en  les 
joignant  de  quatre  en  quatre ,  on  obtient  le  pentagone  régulier 
étoile,  inscrit.  Les  côtés  de  ces  figures  ont  pour  valeurs,  respec^ 
tivement  : 

R|/iO— 21^5,     iR|/iO  +  2l/5. 

z  2 

V.  Il  en  résulte  que  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre 
les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers  inscrits;  etc. 


T1ié«rèaie  III. 

5t\  sur  les  segments  AC,  BC  du  diamètre  AB  d'un  cercle  0,  on 
décrit,  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  deux  demi-circonférentes 
ADC,  CEB;  la  ligne  ADCEB,  formée  par  l'ensemble  de  ces  demi" 
circonférences,  partage  le  cercle  en  deux  segments  proportionnels 
aux  segments  du  diamètre. 
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Les  demi-eerdes  décrits  sur  AB,  AC,  BC  sont  entre  eux 
comme  les  earrés  des  diamètres  [G.,  376];  donc 


AFBECD 

ÂB-^BC'- 

Â? 

AGBECD 

ab'  — BE'* 

ïc"' 

Hais 

ÂB- 

-(AC*BC)', 

If-Âc-^ 

-(AC-hBC)(BC 

-AC); 

ainsi 

AFBECD 

_(*c 

-1-  BC)  +  (BC—  AC)       BC 

Remarque.  Li  somme  des  demi-circonférences  ADC,  CEB 
est  équivalente  k  la  demî-circonrérence  décrite  sur  AB.  Par  con- 
séquent, ti  l'on  âivUe  le  diamètre  d'un  cercle  en  n  partie$  ègatet, 
jmii  que,  tur  chacun  de»  couplet  de  legmenU  aimi  déterminer, 
on  décrive,  de  part  et  i autre  du  diamètre,  des  demi-drconfi- 
rencet,  on  aura  partagé'  le  cercle  en  n  partiel,  équivalente»  m 
aurface  et  en  périmètre. 


Si  deux  arct  AC,  BD  ont  une  Bomme  moindre  que  la  demi- 
drconferencê  ABD,  U  rectangle  de  leur»  cordes  est  éqtuoalent  à 
celui  qui  aurait  pour  dimensions  le  rayon  et  l'excès  de  la  corde 
du  supplément  de  la  différence  des  ara  sur  la  corde  du  supplé- 
ment de  leur  somme. 

Menons  AD,  BC,  CD  :  le  quadrilatère  ACBD  étant  inscrit, 

AD .  BC  —  AC .  BD  -t-  AB .  CD. 

Soit  C  le  point  symétrique  de  G,  rclatÎTe- 
ment  au  diamètre  AB;  menons  BC,  AC,  DC; 
nous  aurons  aussi 

AB.C'D'-AC.&D-i-AD.BG. 
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Ajoutant  membre  à  m'embre,  et  réduisant,  on  trouve,  R  étant 

le  rayon, 

AC.BD  =  R(CD  — CD). 

Or,  Tare  CD  est  égal  à  la  demi-eirconférence,  diminuée  de  la 
somme  des  arcs  AC,  BD  ;  Tare  C'BD  se  compose  de  la  demi^- 
eirconférence  AC'B,  diminuée  de  Tare  AC'  égal  à  AC,  et  aug- 
mentée de  Tare  BD  ;  donc,  etc. 


Vhé#rèi       '        ^ 


Si  deux  arcs  AD,  BC  ont  une  somme  plus  grande  que  la  demi'- 
drconférence,  le  rectangle  de  leurs  cordes  est  équivalent  à  celui 
qui  aurait  pour  dimensions  le  rayon  et  la  somme  des  cordes  du 
supplément  de  la  différence  et  du  supplément  de  la  somme  de  ces 
arcs. 

*    On  vient  de  voir  que 

AC.BD  =  R(CD— CD). 

D^ailleurs,  dans  le  quadrilatère  AC'BD, 

AC'.BD-4-AD.BC'»SR.CD. 

Donc,  en  retranchant  membre  à  membre,  nous  avons,  &  cause 
deAC'«AC,BC  =  BC: 

AD.BC«R(C'D-hCD). 

Remarque.  Si  les  arcs  sont  supplémentaires,  comme  AC«  BC, 

les  deux  théorèmes  qui  viennent  d'être  démontrés  donnent 

■  » 

AC.BC  =  R.CC'; 
relation  évidente. 

Une  circonférence  étant  partagée  en  un  nombre  impair  de  par- 
lies  égales,  si  l'on  joint  le  point  diamétralement  opposé  à  run 
des  points  de  division  avec  tous  ceux  qui  sont  situés  sur  la  même 
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demi-dramftrtnce,  le  prodmit  da  corda  ainsi  ttttniet  ett  tgat 
à  wK  puiuamee  d»  rayon  marquée  par  le  nombre  des  corde*. 

Celle  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  la  re- 
marque  précédente;  car 

OA,  .AA,  =  R.Ai'., 
ou 

OA, .  AA,  =  R .  AA,. 

De  même  : 

OA,.AAt=R.  AA(, 
OA.  .  AA,  c^  R .  AA„ 
OA,  .AAt  =  R.AA„  . 
OA,.AA,  =  R.AA„ 
OA..AA.  =  R.AA,. 
Doue,  en  multipliant  membre  k  membre  : 

OA,.OA,  0A,.OA4.0A,.0A,  =  R'. 


Une  circonférence  étant  partagée  en  un  nombre  impair  de  par- 
ties êgalet;  ti  l'on  joint  le  point  diamétralement  opposé  à  ce/tii 
dont  l'indice  est  zéro,  avec  les  points  dont,  les  indices  sont  les 
termes  de  la  progression  1,  %  i.  S,..,  le  produit  des  cordes  ainsi 
menées  est  égal  à  une  puitsanee  du  rayon  marquée  par  le  nombY 
des  cordes. 

En  efiét  : 

OA,.AA,  =  R.AA„ 
OA, .  A.A,  «  R  .  AA„ 
0A4.AA,=  R.AA,; 
d'où 

0A,.0A,.0A4  =  R*. 


M  IBÉOHtTRIB  ÉLtlIBICTAIRB*  »7 


On  peut,  au  moyen  de  la  règle  et  du  Icompas,  diviser  la  circon- 
férence  en  dix-sept  parties  égales. 

Par  le  Théorème  VI.  on  a 

0A| .  OAt .  OA, .  0A« .  OA, .  0A« .  OA, .  OAg  ^  R'. 

Par  le  Théorème  VII, 

OA|.OA,.OA«.OA,«»R« (I) 

Donc 

0At.0A,.0A,.0A7t»R' (i) 

Les  relations  (I),  (2)  peuvent  élre  écrites  ainsi  : 

JOA1.OA4}    {OA,.OA.|  =  RS    .    •    .    .    (ô) 
}OA,.OA,|    }OA..OA,|-»R' (i) 

Par  les  Théorèmes  IV  et  V  : 

OA,.OA«r=:R(OA,+  OA,), 

OA,.OA,  =  R(OA,^OA,), 
OA5.0A8  =  R(OA,^OA.), 

0A« .  OA,  =  R(OA|  -H  OAJ. 

Posons 

0A5-»-0A,  =  M,    OA4  — OA,  =  N, 

OA,  4-0At=P,    OA,  — 0A4  =  Q; 
les  égalités  (S),  (i)  deviendront 
(5) MN  =  R«,    PQ=R* (6) 

Ainsi  les  produits  MN,  PQ  sont  connus. 

Remplaçons  M^N,  P,  Q  par  leurs  valeurs,  et  effectuons  les 
multiplications  indiquées  :  nous  obtiendrons,  au  lieu  des  équa- 
tions (5)  et  (6)  : 

UN  =s  OA5  •  OAe  -h  OAs .  0A«  —  OAs .  OA7  —  OA, .  OA7 , 

PQ  <=  0A| .  OA,  •*-  0A| .  OAg  —  OA, .  0 A«  ->  OA4 .  OA,. 


TBÉQlttlfBS  IST  PEOBLÈMES 


Si,  dans  MN  ou  dans  PQ,  dans  PQ,  par  exemple,  on  trans- 
forme les  produits»  on  a  : 

0Â| .  OAt  »-  R  (0 Al  ^  0 Ai)  , 

OA«.OA«»>R(OAy  — OAs), 

0A,.0A4<=R(0A,^-0A«), 

OA4 .  OA,  =  R  {OA4  —  OA,); 
done 

j  (OA,  H-  OAO— (OA4 — OA,)  I  - 1  (OA,  -♦-  OAO  — (OA.  —  OAJ  |  «  R, 

ou  bien 

(M-N)-.(P-Q)  =  R (7) 

La  difierenee  des  quantités  (M — N),  (P — Q)  est  donc  connue. 
Pour  en  déterminer  le  produit ,  observons  d*abord  que 

(M  —  N)(P  —  Q)  =  OA, .  OA,  -♦-  OAt .  OA,  —  OA, .  OA,  ^  OA, .  0A| 

-«-  OA,.  OA,  -«-  OA, .  OA,  —  OA, .  OA,  +  OA7 .  OA, 
—  OAft .  OA,  —  0A| .  OA, -I- 0A| .  OA,  —  OAi .  OA, 
-I-  OA,.  OA,  -4-  OA, .  OA,  —  OA4 .  OA,  -I-  OA, .  OA,. 


D^ailleursy 


0A,.0A,»R(0A|-4-0A,), 


OA, .  OA,  =  R  (OA 
0A,.0A4:^R(0A 
0A,.0A,»R(0A, 
OA,.OA,«=R(OA 
OA,.OA,  =  R(OA 
OA,.OA,  =  R(OA 
0A7.0A,  =  R(0A 
0A|.0A,»R(0A 
0A|.0A,=  R(0A 
0A,.0A,:»R(0A 
0A«.0A7  =  R(0A 
0A,.0A,=  R(0A 
OA, .  OA,  ==  R  (OA 
OA,.OA,=  R(OA 
OA,.OA,»R(QA 


+  OA,), 
-^  OA,). 

-  OA,), 
-OA,), 

-  OA,), 

-  OA,), 

-  OA,), 
-♦-  OA,), 
-*-  OA,), 
-*-  OA,), 
-^  OA,), 
+  OA,), 
-OAJ, 
-OA,), 
-OA,); 


DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉHERTAIRE.  t60 

^ns'iy  par  là  substituiion» 

(M-N)(P-Q)  =  4R|(M-^N)-(P-Q>j, 
ou 

(M  — N)(P-Q)=iR* (8) 

Les  équations  (7),  (8)  déterminent  M  —  N  et  P— Q.  Comme 
on  connaît  MN  et  PQ,  on  pourra  trouver  M  et  N»  P  et  Q.  De 
plus,  le  rectangle  des  cordes  OAg,  OA7  est  équivalent  è  RQ, 
et  leur  différence  est  égale  à  N.  Il  sera  donc  facile  de  construire 
ces  cordes,  et,  par  suite»  de  trouver  un  arc  égal  à  la  dix-septième 
partie  de  la  circonférence. 

Remarque  I/illustre  Gauss  a  démontré»  le  premier,  dans 
louvrage  intitulé  Disquisiliones  Arithmeticœ ^  qu*il  est  possible, 
au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  de  partager  la  circonférence 
en  dix-sept  partieségales.  La  démonstration  géométrique  ci-dessus 
est  attribuée  à  Ampère* 

Thé«rène  IX. 

Il  existe  toujours  une  circonférence  à  laquelle  est  inscriptible 
un  polygone  convexe  dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  à 
des  droites  données  (*). 

Soil  AB  le  plus  grand  des  n  côtés  donnés;  soit  O  le  centre 
d'un  très-grand  are  BMA,  passant  par  les  points  A,  B,  et  situé, 
par  exemple,  au-dessus  de  AB.  A  jiartir  du  point  B,  inscrivons  à 
Tare  BMA,  les  uns  à  la  suite  des  autres,  les  n  —  1  côtés  BC, 
CD,...  GH  :  si  Tare  BMA  est  suffisamment  grand,  la  ligne  brisée 
BCD...  GH  sera  tout  entière  au-dessus  de  AB. 

Faisons  mouvoir  le  centre  0  jusqu'à  ce  qu'il  passe  au-dessous 
de  AB  :  pendant  ce  mouvement,  l'extrémité  H  de  la  ligne  brisée 
se  rapprochera  du  point  A,  puis  le  dépassera,  de  manière  à, 
descendre  au-dessotM  de  AB. 


Ç)  On  suppose,  bien  entendu,  la  plus  grande  des  droites  données  moin- 
dre que  la  somme  de  toutes  les  autres. 
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En  effet,  à  mesure  que  le  centre  0  deêcend,  l'arc  AMB  dimi- 
mw  ;  et  comme  il  t  pour  limite  la  droite  AB,  il  flnit  par  itn  plus 
polit  que  la  ligne  brisée BCD...GH:  à  ce  moment,  rextrémité  H 
de  cette  ligae  bnsée  est  donc  sur  le  prolongement  ANB  de  Tare 
RMA,  ou  au-deawMde  AB. 

Remarquons  à  prfaeM  ipti,r»t  h  nature  du  mouTcroent  de  H, 
i-e  point  ne  peut  passer  au-dcjwows  dt  AB  sans  avoir  coïncidé,  i 
une  certaine  époque,  avec  le  point  A.  Done  SmmtfWM  circon- 
férence, et  une  seule,  à  laquelle  est  intcripttble  le  pohfgmi*  €am- 
rexe  ABC.GA,  ayant  tea  côtés  respectivement  égaux  à  ém 
droites  données  (*). 

Bemarque.  La  grandeur  de  la  circonrérence  circonscrite  est 
iridôpendanie  de  l'ordre  dans  lequel  sont  disposés  les  côtés  du 
polygone. 


Entre  tous  les  polygone»  formés  eeec  des  côtés  donnés,  le 
maximum  est  le  polygone  convexe  insarîp- 
tible. 

Soient  deux  polygones  ABCOE,  abcde, 
équilatéraux  entre  eut,  et  dont  le  premier 
est  inscriptible  (Th.  IX).  Apportons  les 
segments  AMB ,  BNG ,  ...  en  amb,  bnc, ... 
nous  Tormerons  une  iigure  ambnc...,  isopé- 
rimètre avec  le  cercle  AMBN...,  et  plus 
petite  que  ce  cercle  [G.,  405].  Donc,  1  cause 
des  parties  communes,  le  premier  pcJygone 
est  plus  grand  que  le  second. 


(')  Cette dûraoutration  est  due  i  Prouhct  (ffoinwJto  Annahi,  t.  IX). 
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Vlié«rèaM  XI. 


Entre  tous  les  triangles  isopérimètres,  de  même  base,  le  maxi- 
mum est  le  triangle  isoscèle. 

Soient  le  triangle  isoscèle  ACB  et  le  triangle  scaléne  AC'B» 

ayant  même  base  AB,  et  dans  les- 
queb 

AC  -^  CB  »  AC  -f-  C'B. 

Prolongeons  AC  d'une  longueur 
égale  CE;  menons  EC  et  EB. 
Nous  aurons 

AC'-f-CB>  AE, 
ou 

AC'-|.CE>AC-i.CB, 
ou  enfin 

CE  >  C'B. 

L*oblique  CE  étant  plus  grande  que  Foblique  CB,  le  point  C 

doit  être  situé  entre  le  point  B  et  la  perpendiculaire  CF  élevée 

au  milieu  de  EB  ;  donc 

CD>C'D', 

ou 

ACB  >  ACB. 


Tlié#rènM  XII. 

Entre  Unis  les  polygones  isopérimètres  y  d'un  mime  nombre  de 
cotes,  le  polygone  maximum  est  équilatéral. 

Sit  dans  le  polygone  ABCDEF,  les  deux  côtés  consécutifs  AB, 

BC  sont  inégauXy  nous  pourrons  remplacer  le 
triangle  ABC  par  le  triangle  isoscèle  ÂB'C, 
isopérimétre  avec  le  premier.  Diaprés  le  théo* 
rème  précédent»  le  polygone  AB'CDEF,  iso^ 
périmètre  avec  ABCDEF,  sera  plus  grand 
que  celui-ci.  Le  polygone  maximum ,  entre 
tous  ceux  qui  ont  un  périmètre  donné»  est 
donc  équilatéral. 
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«III. 


Entre  Unu  les  polygones  isopérimètres  j  rf'im  nUme  ws/mbre  de 
côtés,  le  maximum  est  le  polygone  régulier. 

En  eflfet,  ce  polygone  maximum  est  en  même  temps  équila- 
téral  (Th.  XII)  el  înscriptible  (Th.  X). 


Entre  tous  les  polygones  équivalents,  d'un  mime  t^ombre  de 
côtés,  le  polygone  régulier  a  le  périmètre  minimum. 

La  démonsiration  est  la  même  que  celle  du  Théorème  VIII. 


De  deux  polygones  réguliers  isopérimètres,  le  maximum  est 
celui  qui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés. 

■ 

Soient  deux  polygones  réguliers  isopérimètres,  Pun  de  n  cAlés, 
l'autre  de  n  +  1  côtés. 

Prenons  un  point  sur  Tun  des  côtés  du  premier  polygone  : 
nous  pouvons  considérer  cette  figure  comme  un  polygone  trré- 
gulier  de  n+  1  côtés;  donc,  par  le  Théorème  XIII,  elle  est  plus 
petite  que  le  second  polygone  régulier  donné  (*). 


Vké^rèaie  XVI. 


De  tous  les  triangles  inscrits  à  un  même  segment,  le  maximum, 
en  surface  et  en  périmètre,  est  le  triangle  isoscèle. 

Soient  le  triangle  isoscèle  ACB  et  le  triangle  scalène  ACB, 


('}  Cette  déiDonstration,  remarquable  par  la  simplicité,  est  dae  i  Steiacr. 
(Voyex  Journal  de  LiauvUU,  X.  VI.} 
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inscrits  au  s^pnent  ACCB,  et  ayant  pour  base  commune  la  base 
AB  du  segmeoL  11  est  d'abord 
évident  que  AGB,  qui  a'  même 
hauteur  que  le  segment,  surpasse, 
en  aire,  ACB. 

Pour  démontrer  que  ACB  a 
aussi  le  périmètre  maiimum,  dé- 
crivons, du  point  C  comme  ccolre, 

b  circonférence  ABD;  prolongeons  AC  jusqu'à  sa  rencontre 

en  D  avec  cette  ligne;  enfin,  menons  DE. 

L^angle  D,  qui  a  son  sommet  i  la  circonférence,  est  moitié  de 

l'ange  ACB  ;  donc  il  est  moitiéde  l'angle  ACB.  Conséquemment, 

le  triangle  BC'D  est  isoscéle,  et 

AD=AC  -i-BC'. 

Or,  la  corde  AD  est  moindre  que  le  double  du  rayon  AC; 
donc 

AC'  +  BC'<AC  +  BC. 


£nfre  tout  les  polygones  d'un  même  nombre  de  calés,  itucrits 
à  un  même  cercle,  le  maximum,  en  surface  et  en  périmètre,  est  le 
polygone  régulier. 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  du  Théorème  XII. 

Thé«réB«  XVIII. 

De  deux  polygones  réguliers,  inscrite  à  un  même  cercle,  celui 
qui  a  le  plut  grand  nombre  de  côtés  est  le  plut  grand  en  tur- 
foce. 

Soient  AB,  AC  les  cdtés  des  deux  polygones  réguliers,  l'un 
de  n  cdtés,  l'autre  de  n  -i-  1  côtés,  inscrits  à  un  même  cercle 
0.  Menons  les  rayons  fiO  et  CO. 
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Le  premier  polygone  se  compose  de  «  iriaogles,  ^ox  à 

—   ABO  ;  le  second  se  compose  de» +  1 

triangles,  ^ux  i  AGO.  Ceb  étant, 
je  dis  que  l'on  a 

(n-t-l)  ACO>MiBO. 

I      Les    triangles  ABO,  ACO  ayant 
même  base  AO,  sont  entre  eux  ctmime  leurs  hauteurs  BB'.CC; 

et  l'inégalité  précédente  revient  i 

(K-t-  1)CC'>  nBB'. 

Projetons  B,  C  sur  le  rayon  perpendiculaire  à  OA  :  il  suffit  de 
vérifier  la  relation 

CC'>iiB"C". 

Les  arcs  AB,  AC  sont,  respectivement,  [  et  |^  de  la  cireoofé- 
renée;  donc 

an:fiC= =■ 

n       n-i-  1       fi(n-t-t) 

de  cette  même  circonférence,  et 

■rcBC  =  -arcAa 
n 

Portons  l'arc  BC  sur  l'arc  AC;  soient  D,  E...  les  points  de 
division.  En  projetant  ces  points,  nous  aurons,  ainsi  qu'il  est  aisé 
de  le  reconnaître  : 

CD"  >  B"C", 


d'où,  en  ajouiaiii, 
ou  enfin 


D"E"  >  B"C', 

C"0>bB"G", 
CC'  >  nB"C". 


HE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉHEKTAIRE. 


Thé*r*B*  SIX. 


t>e  deux  polygones  réguliers,  itucriti  à  un  même  cercle,  criKi 
qui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés  a  le  plus  grand  périmètre. 
AB  étant  le  côté  d'un  polygone  régulier  de  n  cdtés,  soil  pn  Je 

I  périmètre  de  celle  figure.  Divisons  Tare 
AB  en  deux  parties  égales ,  par  le  rayon 
OC,  et  menons  AC ,  qui  sera  le  côlé  du 
polygone  régulier  de  3n  côtés.  Soil  Pi. 
l'aire  de  ce  polygone. 
On  a  p«=:nAB.  D'ailleurs,  le  qua- 
drilatère ACBO  a  pour  mesure 

-AB.OC  — -R.AB; 


Nous  venons  de  voir  que  Pi.  augmente  avec  n;  de  plus,  te 
facteur  s  est  constant;  donc,  etc. 


De  tout  les  triangles  qui  ont  même  hauteur  et  même  rn^gte 
opposé  à  la  base,  le  plus  petit  est  le  triangle  isoscèle. 

Soient  le  triangle  isosoèle 
ACB  et  le  triangle  scatè'ne 
A'CB',  ayant  même  hauteur 
CD,  etdans  lesquels  les  ongles 
ACB,  A'CB'  sont  égaux  entre 
eux.  Je  dis  que  la  base  AB  du 
premier  est  moindre  que  la 
base  A'B'  du  second. 
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Ces  bases  ont  une  partie  commune  A'B;  dooe  il  suffit  de 
Taire  voir  que  l'on  a  AA'  <  BB'. 

FaisoDS  tourner  le  triangle  ACA'  autour  de  CD,  de  maitière 
qu'il  vieoDe  prendre  la  position  BCE.  Alors,  à  cause  de  l'égafilê 
des  angles  BCB',  ACA'.  BC  sera  bissforiœ  de  Pangle  ECB'. 
Nous  aurons  donc 

BE       CE 
BB'      cF' 


BB'      CB* 
Mais  l'oblique  CE  esi  plus  petite  que  robUqoe  CE'  :  donc,  eie. 


De  (otu  tes  polygotuê  d'un  même  nombre  de  côté»,  dramnrits 
à  un  mime  cercle,  le  plut  petit,  en  turface  et  en  périmètre,  eit  te 
potyçone  régulier. 

Soit  un  polygone  irrégulicr  ABCD,  circonscrit  à  un  cercle  0- 
Parmi  les  côtés  de  cette  figure, 
il  y  en  a  un,  au  moins,  id  que 
BC,  dont  le  point  de  eonuci 
F  avec  la  circooférence  n'est 
pas  le  milieu  de  BC.  Rempla- 
çons ce  côté  par  une  droite 
B'C  qui  soit  divisée,  en  deux 
parties  égales,  par  son  point  de 
contact  F'.  Je  dis  que  le  nou- 
veau polygone  AB'C'D  a  un  périmètre  moindre  que  celui  de 
ABCD. 

La  somme  des  angles  B,  C  du  premier  polygone  est  égale  à 
celle  des  angles  B',  C  du  second.  Si  donc  nous  menons  les 
droites  OB,  OG,  OB',  OC',  bisseclrices  de  ces  angles,  nous 
aurons 

OBC  +  OCB  =  OB'C  4-  OC'B'î 
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d'oùy  en  prenant  les  suppléments, 

BOC  =  B'OC'. 

De  là  résulte  que  les  triangles  BOC»  B'OC  peuvent  être  regar- 
dés eomme  ayant  même  hauteur  etméme  angle  opposée  la  base; 
donc,  par  le  théorème  précédent , 

B'C  <  BC. 
Cette  inégalité  équivaut  à 

BT'^F'C'<BF^FC; 
d^où 

B'E  -♦-  BT  +  F'C'^  C'G  <  BE  +  BF  -«-  FC-*-  CC; 

etc. 

Ainsi 9  tant  que  le  polygone  considéré  n'est  pas  régulier,  on 

peut  diminuer  son  périmètre  et  sa  surface.  Le  polygone  minimum 

est  donc  régulier. 

Théorème  XYII. 

De  deux  polygones  réguliers^  circonscrits  à  un  même  cerch, 
celui  qui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés  est  le  plus  petite  en  sur- 
face  et  en  périmètre. 

En  effet,  un  polygone  régulier  circonscrit,  de  n  côtés,  peut 
être  regardé  comme  un  polygone  irrégulier  de  n  +  1  côtés; 
donc,  d'après  le  théorème  précédent,  il  est  plus  grand  que  le 
polygone  régulier  circonscrit,  de  n  +  1  côtés  ;  etc. 


ProMèMe  I. 

r 

On  construit,  sur  le  diamètre  AB  d*une  circonférence  C,  un 
triangle  équilatéral  ABD;  on  divise  AB  en  n  parties  égales;  on 
joint  l'extrémité  E,  de  la  deuxième  division ,  au  point  D,  par  la 
sécante  DEF.  Quelle  est  Peocpressùm  de  la  corde  AF? 

Prenons  pour  unité  le  rayon  de  la  circonférence  ;  désignons, 
pour  abréger,  par  9  la  distance  CE,  égale  à  1  —  ^.  Représen- 
tons AF  par  x.  Enfin,  abaissons  FP  perpendiculaire  sur  CD. 


M  THÉORÈMES  ET  PBOBLÈMES 

Celle  droite  FP  égale  la  projection  de  CF  sur  AC;  donc 

i*=2-2FP.     ...    (I) 
D'un  autre  côté. 


pp 

EC 

PD 

eu' 

FP      CP  *  1/3 
'             1/5 

Conséquemnient 

Le  triangle  CPF  donne  ensuite 


(5 -I- J^  FP^  —  M .  FP  +  2J*  =  0 
Oo  lire,  de  cette  équation, 

donc  la  formule  (1)  devient 


3  -*-  J" 
puis,  k  cause  de  3  =  1  —  -  : 

—  *  3B-t-\/»'+  I{in  — 3i 


i'=2- 


{n-lj'  +  3 


(')  La  seule  valcar  admissible  pour  FP  est  celle  qui  est  repriseatée  par 
la  plus  grande  racine  de  l'équation  (3).  En  efiet.  la  Muoie  des  racinea  ctt 
infirienre  i  3^,  et  FP  doit  surpasser  J. 


DE  GiOMËTRIE  ÉLÉMENTAIRE.  t79 

Supposons  fi  égal,  suocessivementy  à  3,  4»  8,  6;  nous  aurons , 
pour: 


nBs5; 

0 

«=k'5; 

n  =  4; 

»kb5; 

-k'73 
38        ' 

n=:6; 

,_1. 

X-^'l. 

Les  deux  premières  valeurs  et  la  quatrième  représentent  les 
côtés  du  triangle  équilatéral,  du  carré  et  de  Thexagone  régulier, 
inscrits  au  cercle  C. 

Quant  à  la  valeur  de  x,  qui  répond  à  n^=»^f  elle  n'est  pas  égale 
au  côté  du  pentagone  régulier,  dont  Pexpression  est 

c=3-I/iO  — 21/5, 

mais  elle  en  diffère  assez  peu  ;  car  on  trouve  : 

x=  1,1785...,    c=:i,i749... 

La  construction  indiquée  dans  l'énoncé  du  problème  permet 
donc  d'inscrire,  à  une  circonférence  donnée,  un  certain  nombre 
de  polygones  réguliers,  soit  rigoureusement,  soit  par  approxima- 
tion (*). 


{*)  Cette  règle  pratique  est  indiquée  dans  le  TraUi  de  la  eonstrucHon  et 
de$  principaux  wagee  des  Imtrumentt  de  MathémaUçuei,  par  Bion  (4*  édit, 
Paris,  1753).  Suivant  Timmermans  {Cormpondanee  Mathémaa^ue^  de 
QumuT,  tome  IV,  p.  940),  on  la  trouve  d^ji  dans  le  Traiié  de  Fortifi- 
caffoM,  du  chevalier  Deviias  (1 596-1657).  Voyez,  sur  ee  sujet,  une  inté* 
fessante  Note  de  M.  Hoosel  (iVoicMOsi  ÀmuEUi,  tome  XII,  p.  77). 
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On  eomtruiif  sur  le  diamètre  AB  d*une  circonférence  C,  tin 
iria$igle  iquilatéral  ADB  ;  on  divise  le  rayon  C A  en  n  parties 
égales;  on  joint  Vextréndté  E,  de  &i  quatrième  division^  au  point 
Dy  par  la  sécante  DEF.  Quelle  est  l'expression  de  la  corde  F6, 
G  étant  l'extrémité  du  diamètre  DCG  ? 

Rq>ré8enu>n8  par  8'  le  segment  CE  da  rayon,  et  par  x'  la 
eorde  FG.  Cette  droite  est  moyenne  proportionnelle  entre  sa  pro- 
jection PG  et  le  diamètre;  donc 

x'*  =  2  — ÎCP. 
D^ailleurs  (Prob.  I) 


.  .-  /5  -+-  »/3  — îfT        \ 


CP 
donc 

x'««2l/3 ;^ , 

OU  enfin^à  cause  de  i'  =»-  : 

^      ^         .^nt/5if*— 32— 16 
x'^  =  2-2k^ — j ....     5) 

Cetle  formule,  un  peu  plus  simple  que  la  formule  (4) 
(Prob.  1),  donne,  plus  approximativement  que  celle-ci,  le  côlé  du 
polygone  régulier  inscrit,  de  n  côtés;  du  moins  à  partir  de  n«a  8. 
La  construction  indiquée  dans  Ténoncé  (*)  doit  donc  éure  pré- 
férée à  la  règle  pratique  de  Bion. 

Remarque.  Si  Ton  prenait  CE=^,  la  perpendiculaire  FP 
serait,  à  fort  peu  près,  la  moitié  du  côté  cherché.  On  peut  donc 


(*)  Elle  est  due  à  M.  Tempier,  «ous-directeur  des  Écoles  primaires  à 
Montpellier  (voyez  les  Nouveltes  Anna!e$^  tomes  XII  et  XIII). 
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remplacer  les  Tormutes  (4)  el  (S)  par  celle-ci  : 


'  =^ — T-m — f)- 


Su» +  4 


Sur  les  jtrolongementt  de  deux  raymu  OA,  OB,  perpendîm- 
Uàret  entre  eux ,  on  prend  AC  =  BD  =^  ^  OA.  On  mène  CD , 
qm  coupe  en  F,  G  la  circonférence  {").  On  joint  le  point  G  au 
point  E  déterminé  en  prenant,  mr  AO,  AE  ==■  3AC. 

Évaluer  ta  longueur  de  EG. . 

1'  Le  rayon  étant  pris  par  unité,  posons  EG=^x;  el,  pour 
abréger, 

OC=ï  -i--=fl. 

Le  triangle  ECG  donne,  si  l'on 
abaisse  GH  perpendiculaire  è  EC  : 

a:*=ÎË'  -i-'Ce'  —  SCE .  CH; 

ou,  parce  que  G  est  un  angle  de  iS'  : 

i'  =TèV  Cfl'-  1^ .  CE .  CG.     (i  ) 

â*  CE  =  4AC  =  ;. 

3*  Pour  énluer  CG,  menons  OP  perpendiculaire  è  CD. 


(')  Cette  DODTelle  formule,  el  la  conitruclion  d'où  elle  est  tirée,  sont 
fort  approchée»  lonque  n  ^  4,  S,  6....  Si  n  ut  très-grand,  au  lieu  de  prendrR 
€0  =  1/3=1,752...,  il  Tint  inieas  supposer  CD^J-^I,?!!.  Entrr  ces 
poùtioiu  extrêmes  du  point  D,  il  y  en  a  une  pour  laquetle  l'approximatioii 
mojennc  da  résultat  est  la  plus  grande  powibre. 

{")  Poami  qoe  nsurpasie  4. 
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Il  résulte,  de  cette  ctmstniclioD  : 

OP  =  A,    fG  =  \/i—t,    ce  — CP~PG=*OP-PG, 
ou 

i*  La  formule  (1)  devient  donc 
ou  après  substiiution  et  réduction, 


^_,_5.:^_(,_i)0_i_i.n. 

«       «'        \        ni   y  n      «' 


(*)  SoiTint  Tinunerinai»  {loc.eU.),  la  droîla  GE  dilRre  4'autant  tnoiat 
du  cAlé  da  polygooe  Inscrit,  de  n  côté*,  qnii  n  ett  pli»  grind.  Le  méiM 
■ateor  attribue  U  construction  préeédenle  ii  Btnurd  de  Samr-Wàmar.ytn 
I86i,  elle  •  étë  rtlromie  pu  H.  Rbiiiu,  bortoger  i  Paris. 

Voici  d'autres  praliquei,  fort  cnrienses,  qui  m'ont  ëté  couMUUDiqnées  par 
M.  Hcnai  PosToii. 

I.  Lti  diamitTt  AB,  CD  élatit  reclangiàlatnt,  tm  prsNd  U*  csrdM  CE.  BF, 
igalii  OH  rayon  OA.  Dm  point  E  cdiium 
emlre,  on  Ei^erit  Pare  FGH.  Il  résulte, 
de  cette  eonstniction  : 

OG  =:eàU  du  décagone  régulier  ùutril; 
BG  =  edté  du  pettiagonerégutierinterit; 
GB  ^  tôti  de  l'oetogont  régulier  ùiterit 

(approximatlTemenl}  ; 
DG^eonk  du -^  de  la  eirtonféremet 

(approsimatiTement)  ; 
FG^confa  du  ',*,-  de  ta  àramfiremet 

(approsimativemeat) . 
II.  La  mùtié  du  tùti  du  triaitgU  è^Bibitrfraf  tnwrtt  égal»  ta  «ont»  du^  dt 
la  tirtonfirtiKe  («pproximativeincnt). 
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Remarque.  Si  l'on  fait  croître  n  indéfinimeot,  on  trouve 

l|im  (nx)  =  \/iÔ  •=  3,IM  .., 

nombre  qui  diflëre,  assez  peu,  du  rapport  de  la  eireonrérence  au 
diamètre. 


À  Pextrimté  B  du  rayon  CB  d'un  arcU  donné  C,  «n  élève  une 
Umyente  BD  égale  au  diamètre;  on  prolonge  cette  tangente  d'une 
longueur  Da  êgtde  au  ânquième  d»  rayon,  et  d'une  longueur  Db 
égaie  aux  troie  cinquième»  du  rayon  ;  on  prend  BA  é^o/e  à  Ca  ; 
enfin,  par  le  point  A,  on  mène  AE  pandUU  à  Cb.  Quelle  eit 
rexprettion  de  BE? 

Prenant  le  rayon  pour  unité,  nous  aurons,  successivement  : 


Ba=î.l=11;     B6-i 


\a=\/i 


-=-l/l4fi;     BE—-BA—— 1/146. 


III.  £m  dimiJIrM  AB,  CD  ilani  nelangulairtt,  cm  prtnd  la  cordt  CE 
^ai«  ou  rayon  CO.  Du  point  D, 
eomnu  etnlrt,  oh  tUeril  un  are 
EF  coupani,  m  P,  /e  protongt' 
ment  de  AB.  Ou  point  F,  «rninie 
eenfre,  on  dieril  l'are  CH.  to 
fNM'nt  A,  ondacril  l'are  Dl  ;  puit, 
<lu  point  I,  l'arc  DK.  D'aprit 
celfelM>M(rMt*oNffena,^pf«- 


AH  à>  Mnfc  4n  4  <l«  <>  c»r«M- 

/Vrenec; 
OH  =r  «Mde  At  j^  <f«  te  «tKwi- 

Ol    sa  (^^  du  pemtéMeagoiie  régulier  iiucril  ; 
RK  =  eonfs  du  ~f^  dé  la  eirtonfirtnet. 
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Le  droîie  BE  esl,  à  Tort  peu  près,  égale  k  la  circogférence 
rectifiée. 

'  En  effet,  en  employant  1rs  log»* 
riihmes,  on  trouve 

log  146  B=â,1 6435386. 

-=4,08«7645, 
2 

logl3cz>|,{1594335, 

101(50=1,69897000. 


log-BE  =  0,49714978. 


Or,  le  rapport  de  la  eirconférence  au  diamètre  est  égal  à 
5,Ui599...  [G.,378];etc. 

Celte  construction  a  été  donnée  par  M.  Specht. 


Connaiuant  let  périmètres  p,  P  de  deux  polygones  réguliers 
stmbl(d>let,  fun  irucrit,  l'autre  ârcotucrit,  déterminer  les  périmé-, 
très  p',  P'  des  polygones  réguliers,  l'vn  inscrit,  l'autre  drconêcrit, 
d'un  nombre  double  de  côtés. 

AB  étant  le  côté  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés,  inscrit  i 
un  cercle  O,  menons  la  tangente  CD, 
parallèle  i  AB,  et  terminons-la  aux 
rayons  protoogés  OA,  OB  :  CD  sera  le 
eèté  du  polygone  réigulier  cïreons^il, 
homologue  à  AB. 

Joignons  le  point  de  contact  E,  milieu 
de  l'are  AB,  au  point  A  :  la  cotde  AEest 
le  c6lé  du  polygone  régulier  inscrit,  de 
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in  côtés.  Enfliiy  si  nous  menons  les  bissectrices  OF,  OG  des 
angles  AOE,  EOB,  la  partie  P6  de  CD  sera  le  côté  du  polygene 
régulier  de  2n  côtés,  circonscrit  au  cercle  0. 
Nous  aurons  donc,  en  premier  lieu  : 

p»n.AB,    P»n.CD,    p'  =  2it.AE,    F=«2ii.FG. 

Pour  évaluer  P'  en  fonction  de  p  et  de  P,  observons  que  la 
bissectrice  OF  et  les  parallèles  CD,  AB  donnent 

CF      CO_CO_CD 

doù 

CE      CD  -f-  AB 


F£  AB. 

Si  Ton  multiplie  par  in  les  deux  termes  du  premier  rapport, 
et  par  n  les  deux  termes  du  second,  on  trouve,  à  cause  des  valeurs 
ei*des8us, 

V'^^ (I) 

Pour  déterminer  p,  considérons  les  triangles  semblables  EIF, 

AHF  :  il  en  résulte 

JM  _EF 

ah""ae' 

doù 

Aë'  »  3AH  .  EF. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  4n^  et  extrayant  les 
racines ,  nous  avons  donc 

p'  =  V/p7. (2) 

Retnarque.  Au  moyen  des  formules  (1),  (2)  on  peut  prouver 
que  la  différence  P'  —  p'  entre  ks  périmètres  des  polygones 
réguliers  de  3n  côtés,  l'un  inscrit^  Vautre  circofiscrit  à  un  cercle 
donnée  est  moindre  que  le  quart  de  la  différence  P  —  p  entre 
les  périmètres  des  polygones  réguliers  de  n  côtés,  l'un  inscrit, 
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l'outra  circontcrit.  Mais  on  parvipQt  plus  rapidement  au  mène 
résultat  en  employant  la  démonstration  géométrique  suivante, 
donnée  par  M.  Henri  Bbrtot. 

Soient,  comme  précédemment,  AB,  CD  les  cAtés  des  polygones 


réguliers  de  n  câtés,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  ;  et  soit  AE 
le  côté  du  polygone  régulier  inseril,  de  3n  côtés.  Si  nous  menons 
la  tangente  FG  parallèle  à  AE,  et  que  nous  la  terminione  atn 
prolongements  des  rayons  OA,  OE,  celle  tangente  sera  le  côté 
du  polygone  régulier  circonscrit,  de  9r  côtés.  Nous  aurons  dooc 

p^Sn.AH.    P  =  2»i.CE,    p'=.2n.AE,    P'  =  2n.FC; 

en  sorte  qu*il  sufGl  de  démontrer  la  relation  suivante  : 

FG  — AE<|(CE  — AH). 

Menons  AML  parallèle  à  OE;  il  en  résulte 

FH-=FG  — AE,    CL  =  CE=AB, 
et  l'inégalité  devient 

FM  <  i  CL. 

La  corde  KE  étant  liissecirice  de  l'angle  CEA,  on  a  IK  <  {  IM; 
d'où,  en  menant  APQ  parallèle  à  OKN  : 
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Conséquemmenty  une  parallèle  à  CL,  menée  par  le  poiot  P,  et 
terminée  aux  eôtés  de  Tangle  CAL,  serait  plus  petite  que  le 
quart  de  CL.  Or,  FM  étant  également  inclinée  sur  les  c6tés  de 
cet  angle,  est  moindre  que  cette  parallèle  ;  donc,  etc. 


Connaiêêani  Ut  aires  k,Bde  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables ^  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit,  trouver  les  aires  A\  B' 
des  polygones  réguliers^  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit,  d'un 
nombre  double  de  côtés. 

En  conservant  les  constructions  précédentes,  et  en  appelant  n 
le  nombre  des  côtés  de  chacun  des  deux  premiers  polygones, 
nous  aurons  : 

A»âii.ÂOH,    B=2ii.œE, 

A'  =r  2n .  AOE,     B'  «>  4fi .  FOE. 

Cherchons  donc  des  relations  entre  les  aires  des  triangles 
AOH,GOE,AOE,F0E. 
Les  triangles  AOH ,  AOE  ayant  même  hauteur, 

AOH      OU 


AOE      OE 

De  même,  les  triangles  AOE,  COE  ont 
même  hauteur;  par  suite, 

AOE      OA 


COE      OC 
Mais,  à  cause  des  parallèles, 

OH      OA 


OE       OC' 

conséquemment 

AOH       AOE 

AÔÊ  ^  COE  ' 
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doù 

La  première  relation  est  donc 

Pour  trouver  la  seconde,  observons  d^abord  que  les  triangles 
COE,  FOE,  qui  ont  même  hauteur»  donnent,  à  cause  de  h 
bissectrice  OF, 

COE      CE_OC-*.OB 

FOÏÏ"^FE  OË 

MaisOE  =  0A,etrona 

OC      OE      AOE 


OA      OH      AOH  ' 

donc 

COE      AOE  -f-  AOH 

FÔÊ"^        ÂÔH 

Multipliant  les  deux  termes  de  chaque  rapport  par  in,  nous 
trouvons 

2B      A'-»- A 

ou 

■>     x^x' ' 

Remarque.  On  peut  démontrer,  assez  simplement,  que  la 
différence  B'  —  A'  entre  les  aires  des  polygones  de  3n  oolà, 
est  moindre  que  le  quart  de  la  différence  B  —  A  entre  les  aires 
des  polygones  de  n  côtés. 

Ces  différences  sont  proportionneHes  i  AFE  et  ACEH.  Consé- 
quemment,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  triangle  AFE  est  moindre 
que  le  quart  du  trapèze  ACEH,  ou  que  Ton  a 

FE<1(CE^AH). 
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Soit  K  le  point  de  rencoatre  de  la  bissectrice  OF  avec  AH  : 
nous  aurons 

FE  =  AF=.AK  =  KE, 

attendu  que  AE  est  la  bissectrice  de  l'angle  FAB.  L'inégfilité 
précédente  se  réduit  donc  à 

FE<i(CF+  KH). 

Or,  les  triangles  rectangles  CAF,  EHK  sont  semblubk-s,  et 
ils  donnent 

CE       AF 


Mais  on  sait  que  la  moyenne  par  quotient  est  moindre  que 
la  moyenne  par  différence:  l'inégalité  est  donc  démontrée. 


Connaissant  te  rayon  R  et  l'apothème  r  d'un  polygone  régulier, 

trowser  le  rayon  R'  et  l'apothème  r'  d'un  polygone  régulier 

itopérimèlre,  d'un  nombre  double  de  côtés. 

Soient  AB  le  côté  du  premier  polygone  ;  0,  son  coitre;  OA, 

le  rayon  du  cercle  circonscrit;  OD, 

l'apoibème.  Prenons  le  milieu  C  de 

l'arc  ACB.  Menons  AC,  CB,  puis 

OA'  perpendiculaire  à  AC,  et  OB' 

perpendiculaire  i  BG. 

La  corde  A'B'  est  moitié  de  AB; 
e[  l'angle  A'OB'  est  moitié  de  AOB  ; 
d'où  il  résulte  que  OA'  et  OD'  sont  le  rayon  R'  et  l'apothème  r' 
du  second  polygone  (*). 


(")  Cette  élégaote  eonslruction  est  due  à  Léger,  sncien  ehef  d'institution 
à  Montmorency.  (Voyez  Nouvetlei  Aniuita  de  MathêTnaiiquet,  tome  V.) 
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Cela  posé,  le  point  D' est  le  milieu  de  OC,  et  OA'  est  moyedoe 
proportionnelle  entre  OC  et  OD;  donc 

Ainsi  :  1*  le  second  apothème  est  moyens  par  différence,  enirt 
le  premier  apothème  et  le  premier  rayon;  2*  le  second  rayon  est 
moyen,  par  quotient,  entre  le  premier  rayon  et  le  second 
apothème. 

Remarques. — I.  La  /(ccA^CDest  égaleàR — r;  et  si,  du  point 
O  pris  comme  centre,  nous  décrivons  Tare  A'EB',  nous  aurons 
R'— r'^ED'.  Or,  la  corde  A'E  est  bissecu-ice  deFangle  CAD'; 
donc,  à  cause  de  A'D'  <  A'C,  on  a 


ou  enfin 


ED'<icD',     ED'<icD; 


R'  — r'<4(R  — r). 


Ainsi,  la  différence  entre  le  second  rayon  et  le  second  apothème 
est  moindre  que  le  quart  de  la  différence  entre  le  premier  rayon 
et  le  premier  apothème. 

II.  Les  formules  ci-dessus  sont  beaucoup  plus  simples  que 
celles  qui  résolvent  les  Problèmes  Y  et  VL  Mais,  ainsi  que 
Vincent  Ta  fait  voir,  on  peut  ramener  celles-ci  aux  premières. 
Prenons,  par  exemple,  les  relations 

A'=V/ÂB.     B'  =  -?^. 

A  -I- A 

Si  Ton  suppose 

A=-.      B  =  l.     A'  =  -.     B'  =  l; 

a  6  a  6 

on  trouve ,  par  un  calcul  facile , 
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III.  Si  Ti ,  Tji,  Ts, ...  9  Ro  R2y  Rs,  ,..sont  les  apothèmes  et  les 
rayons  de  polygones  successiTs  y  dont  le  périmètre  égale  i ,  on  a 

-  =-[r-i-  R  — r,  -♦-  Rj  —  r, -♦-  R, J, 

*_R       »■'       »■»       »■»  n 

ic  R|     R)    R3 


Pr«MèBie  ▼III. 

Connaissant  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  inscrits, 
run  de  n  côtés,  Vautre  de  2n  côtés;  trouver  le  périmètre  du  poly- 
gone régulier  inscrit,  de  4n  côtés. 

Nommons  p,  p',  p"  les  périmètres  successifs  ;  nommons  P,  P', 
P^  les  périmètres  des  polygones  réguliers  circonscrits^  respec- 
tivement semblables  aux  premiers  polygones.  Nous  aurons,  par 
le  Problème  V  : 


i'^f 


2PV 

P'-4-p'       ^  ^ 

Si  y  entre  les  trois  dernières  équations,  on  élimine  P'  et  V\ 
on  aura  la  relation  cherchée. 
Or,  P'  =^;  d'où,  en  substituant. 


p" ' 


puis 


2w" 


P-^P 
Remarques.  —  I.  Si ,  à  un  cercle  donné ,  on  inscrit  une  série 


(')  Congrès  du  Havre,  1877. 
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indéfinie  de  polygones  réguliers,  dont  les  nombres  de  eôtés 
aillent  sans  cesse  en  doublant,  on  aura,  en  représentant  par  pi, 
P29  Psi  '"9  Pk^i^Pkf  Pit+it  •••  les  périmètres  de  ces  polygones  : 

Pk  -♦-  p*-i 

II.  Cette  formule  peut  être  écrite  ainsi  : 


(II.) 
f^]  =2— ?*-' 


\Pk-J 


i 


Si  donc  nous  représentons  généralement  par  mk  le  rapport  des 
périmètres  pk^i ,  pUf  nous  aurons 


w* 


III.  Si,  au  lieu  d'éliminer  P'  et  P"  entre  les  équations  ci- 
dessus,  on  éliminait  p  et /)',  on  trouverait  des  résultats  moins 
simples  que  les  précédents. 


Problème  n. 

Connaissant  les  aires  de  detix  polygones  réguliers  inscritSj  Vtm 
de  n  côtés,  l'autre  de  2n  côtés;  trouver  Vaire  du  polygone  régulier 
inscrit,  de  4n  côtés. 

Les  formules  du  Problème  VI  donnent,  par  un  calcul  sem- 
blable à  celui  que  nous  venons  d'effectuer, 

SA" 


A'"  = 


A' 


Remarques.  —  I.  La  loi  des  aires  est  la  même  que  celle  des 
périmètres. 
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II.  Nommons  A|,  Aj,  A5,...,  A*_i,  A*,  Aft+i,...  les  aires  des 
polygones  dont  les  périmètres  ont  été  représentés  par  p^^  p^^ 
Pi...  ;  nous  aurons 


(A*^)" 


A*  -H  Ai^i 
i  -I- 


\aJ  a.     ' 


A,_, 


el,  en  appelant  h  le  rapport  — 


Problène  X. 

Connaissant  les  rayons  R,  R'  de  deux  polygones  réguliers  iso- 
périmètres f  Pun  de  n  côtés,  Vautre  de  2n  côtés;  trouver  le  rayon 
R"  du  polygone  régulier  isopérimètre^  de  4n  côtés. 

Les  formules  du  Problème  VII  donnent 

Î2R 
d'où,  en  général. 


Remarques.  —  I.  Si  Ton  emploie  les  plus  simples  formules  de 
la  trigonométrie^  on  arrive,  au  moyen  de  la  relation  précédente, 
à  un  résultat  assez  remarquable. 

Les  rayons  R^,  R^, ...  vont  en  diminuant;  donc  le  rapport ^9 
inférieur  à  Tunité,  est  égal  au  cosinus  d'un  certain  are  a. 
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Dès  lors, 

fc-V— s «"s- 

et,  par  conséquent, 

R*n  « 

R.  2" 

Cette  conclusion  est,  du  reste,  évidenle  i  l'inspeciion  de  la 
figure.  En  effet, 

OA'       Ri 

-r—  =  —  =  co«  AOA'  ; 

OA        R, 

donc,  sembtablement , 

R,  AOA' 

etc. 

II.  Multiplions  entre  elles  les  valeurs  de  tous  les  rapports; 
nou.t  obtiendrons 


Pr«kl«M«  SI. 

Calculer  les  aires  et  les  périmètres  des  polygones  réguliers  de 
4,  8,  16,...  côtés,  inscrits  à  un  cercle  donne. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  de  ce  cercle,  et  commençons  par 
déterminer  les  aires  et  les  périmètres  du  carré  et  de  l'octogone. 
Un  calcul  facile  donne 


A,  =  2,     A,  =  2k^     p,=  iy%     p,  =  8V^\/i; 
d'oîi 


'^  ^       ■,\/*-^_ 


l,  =  l/2  =  — -•     m,  =  2  ' 


Vi+VÎ 
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On  trouve  ensuite ,  par  les  formules 


^*=  Vî — ; iw*=V  M ' 


2 


1/771/5 


•Vr^ 


2  -4-  j/âTT^      l/'i  -4-  1/2  -4-  V/2 


=  111, 


V 


4  2 


l/sH-l/âTîT^     Vs-^- 1^2  H- 1/2  H.  1/2 


etc. 

La  loi  de  ces  valeurs  est  manifeste;  et  d^ailleurs»  par  un 
procédé  bien  connu,  on  pourrait  démontrer  qu'elle  est  géné- 
rale. 

Maintenant,  Taire  et  le  périmètre  du  polygone  de  2^-^^  côtés 
sont  représentés  par  A^  et  pk  ;  et  nous  avons 

A4  =  A|  .  A|  .  Af  .  A3  . .  •  Ajj_| ,      />*  =  P|W*|  .  Wj  .  IWs  . . .  tlf^^i  ; 

donc 

_    2  2  2 


^^  VT:^!  \/^^)/vZv\ 


k  étant  le  nombre  des  facteurs  ;  et 


^      2  Î2  2 

P^srs  4  •  — —  •  —————  •  — » •••# 


^'^   K2-f-l/2    V^^]/^^V/i 


it  H-  1  étant  le  nombre  des  facteurs. 
Par  exemple,  Taire  et  le  périmètre  du  polygone  régulier  de 
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64  côtés  ont  pour  valeurs  : 

2  2  2  2 

A.  =  2 


1^4   J/2  +  1/2  J^mV^^I^  %/2-H  1/2-4-1/2^-1/1 


,22  2 


V^â    [/2^l/2    1^2-4-/2 .4-1/2   V^2-H  1/27/2^ 

2 


\/ 2  H- \/2 -4-  y/s  +  i/2  H-  1/2  -*-»/2 

Hemargti^x.  -—  I.  Si  on  voulait  passer  au  calcul  numérique, 
ces  formules  seraient  fort  incommodes  ;  mais  il  est  aisé  de  les 
transformer.  En  effet  »  si  nous  considérons,  par  exemple,  la 
valeur  de  A»,  nous  aurons,  en  divisant  les  deux  membres  par 

j/a_l/j+i/«4-i/î: 

Am  ci  2         2  2  2 

=  2. 


l/2-|/2-4-j/2^ï7f       ^2  [/2^v/.2 1/2+^/2-1-»/ 2  [/2+(/2.4.l/2 

2  2 2'        _    2      1/2  _ 

donc 


A5=2*  \/2  —  y/ 2  H- l/2^i/2  . 
De  même. 


p,  =  2«Y/2—\/2-«-j/2-f-(/2 -4-1/2  • 
En  général 

A,  =  2*-* y/2  --  1/2  .4-  |/2T^, 

ft  étant  le  nombre  des  radicaux;  et 


p,= 2*+*y/2  - 1/2  -4- 1/2  -4- ... , 

k  -4- 1  étant  le  nombre  des  radicaux. 
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II.  La  comparaison  de  ces  valeurs  donne  la  relation  simple  : 

III.  En  général, 

Ai  —  gP-O*. 

lift  reiH^senlant  rapothème;  donc 

le  nombre  des  radicaux  étant  jt  +  1. 

IV.  Quand  te  nombre  des  cAtés  du  polygone  augmente,  l'apo- 
thème tend  vers  le  rayon;  donc 


2  =  lim .  y  2  +  KâTP^ 


PrskltBie  XII. 

Let  côtés  d'un  décagone  régulier  étoile  ABC...,  inicril  à  un 

cercle  O,  forment,  par  leurs  intersections  successives,  un  polygone 

régulier  AaHhEe...,  ayant  vingt  côtés.  Quels  sont,  en  fonction  du 

rayon  R  du  cercle  O,  l'aire  P  et  te  périmètre  p  de  ce  p(Aygone  ? 

I*  Menons  la  corde  AH  :  nous  Formerons  deux  triangles  AaH, 

AHM,  isoscèles  et  semblables. 

Conséquemment, 

.    '™' 

On  sait  que 
AH  =-^ R  (1^5  —  I),     AM  ==  R  (Th.  Il); 


(')  Let  Prob.  X  et  sninnU  peuvent  «ervir  ■  calculer  le  rapport  de  la 
drconféreoee  au  diaroèlre.  On  peut  consulter,  sur  ce  aujet,  les  NomtUtt 
atiquti  {lome.  I,  p.  190). 
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doric 

Aa==-iR(l^-!)«=:i(D-l/5)n. 
4  z 

Cette  valeur  donne,  pour  expression  du  périmètre^ 

p=!0R(3  — 1^5). 

S""  Le  polygone  AaHA...  se  compose  de  vingt  triangles  égaux 
à  AaO;  donc  l*aire  de  ce  polygone  est  égale  au  produit  du  péri- 
mètre p  par  la  moitié  de  Tapothème  OP.  Celui-ci  a  pour  exprès* 
sion  (Th.  II;  Rem.  II)  : 

2  y        (i/s  — I)» 

ou,  en  simpHGant, 

a  =  -Rj/lO  — 21/5. 
4» 


Conséquemment» 

-i' 

P. 

ou 

-i/bWiO- 

-21/5; 

p= 

■:-«■ 

'f/bO  — 22i/5. 

ProMèMO  XIII. 

Inscrire,  à  une  circonférence  donnée,  un  polygone  régulier  de 
trente-quatre  côtés. 

Nous  avons  démontré  ci-dessus  (Th.  VIII)  qu*il  est  possible 
de  partager  la  circonférence  en  dix-sept  parties  égales,  au  moyen 


(*)  Il  rdsulte  de  cette  expression,  ou  de  Tinspection  de  la  ^gure,  qae 
Aa-HAH  SB  R.  On  reconnaît  aussi  que  le  -eàté  Aa  de  notre  polygone  est 
égal  à  la  plus  grande  partie  du  c6\é  du  décagone  régulier  convexe,  partagé 
en  moyenne  et  extrême  raison  (voir  Th.  II). 
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de  la  règle  et  du  compas.  De  là  résulte  qu*à  une  circonférence 

donnée,  on  peut  inscrire  le  polygone 
régulier  de  dix-sept  côtés,  et  aussi  celui 
de  trente -quatre  eôtés.  Pour  plus  de 
simplicité,  nous  nous  occuperons ,  seule- 
iment,  de  ce  second  polygone, 
il     Remarquons  d^abord  que  si  la  circon- 
I  férence  C,  dont  le  rayon  est  R,  est  par- 
tagée en  dix-sept  parties  égales,  la  corde 

OAg ,  qui  joint  le  point  As  avec  le  point  0  diamétralement  opposé 

au  point  Ao,  est  le  côté  cherché.  Or  : 

OA, -4-0Ag«P,     0A,.0A8«.R(0Ae  — OA7); 
ou 

0A,-4-0A«=P,    OA«.OAa=RN. 

Lorsque  P  et  N  seront  connus,  ces  deux  équations  détermine- 
ront OA2,  côté  d'un  polygone  étoile,  et  AOs»  côté  du  polygone 
convexe  de  trente-quatre  côtés  :  OAg  est  évidemment  donné  par 
la  plus  petite  des  deux  racines. 

Pour  déterminer  P  et  N,  posons 

M  — N— «,    P  — Q  =  x'. 

Dès  lors,  X  et  x'  étant  supposés  connus,  nous  aurons,  en  premier 
lieu, 

M— N=a:,    MN»R'; 
puis 

p— Q  =  x',    PQ=R«. 

Enfin,  X  et  x'  sont  donnés  par  les  équations 

ar  —  ac'  ==  R ,    xx'  =  4R'. 

Nous  pouvons  maintenant  nous  proposer,  soit  la  résolution  de 
ees  diverses  équations,  soit  la  construction  qui  en  résulte. 

Résohition.  La  première  question  ne  présente  aucune  diffi- 
culté :  on  obtient  en  effet,  par  les  propriétés  les  plus  simples  de 
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réquation  du  second  degré,  les  valeurs  qui  suivent  : 

P=lR^_i+l/Ï7+  ^'54  — 2VT7J. 

H«=i  r/_i  _  1/77  +  j/îïTTP^j . 

OA,  =1  r(— I -i-l/ï?  H-  1/34  —  i i/ï?) 

O 

-  ^Ry  (— l-».l/Î7+|/34-2|/Ï7)*-.16(-l-|/T7-4-j/34-+-n^ïï)  • 

CcUe  dernière  valeur,  développée ,  devient 

OAs  =  c  = 

On  peut  réunir  les  fermes 

—21/34—21/17,    2K34O7— l/T?); 
et  Ton  obtient,  finalement, 

^  =^^W|— H-V/Ï7-4-j/34-2i/Ï7-2y  17-i-3l/Î7-|./l70-26|/Ï7-4|/^i-i-2l/Î7j  .^ 


(*)  On  peut  encore  réduire  cette  expression;  car  si  l'on  pose 

4|/w-*.2|/T7--  |/l70-26V/Ï7=r, 
on  trouve,  par  une  méthode  indiquée  dans  tous  les  Traités  d'Algèbre, 

r  =  |/l70H-38l/l7, 


•=gR|  -  1  4-l/T7-^j/34-2i/T7-2K  17+5|/'|7-/l70^38V/Î7j. 
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Cotutrvetion.  Sur  le  rayon  OA  du  cercle  donné,  pris  comme 
diamètre,  décrivons  une  circonférence;  élevons  la  langenle  AD 


égale  à  |3R  ;  joignons  le  point  D  au  milieu  C  de  OA,  par  la 
transversale  DC;  et  soient  E,  E'  les  points  où  elle  coupe  la  petite 
circonférence.  Nous  aurons 

DE .  DE'=  ÂD*  =  4R' ,     DE  —  DE'  =  R; 
donc 

DE=x,    DE'=a;'. 

Sur  ces  deux  segments  DE,  DE',  décrivons  les  demi-circonfé- 
rences DHE,  DH'E';  menons,  perpendiculairement  à  CD,  la 
droite  DF  égale  à  R  ;  joignons  le  point  F  aus  centres  G,  G'  des 
demi-circonférences  DE,  DE'.  Soient  H,  H'  les  points  où  les 
droites  de  jonction  coupent  ces  lignes.  Il  est  facile  de  voir  que 

FH=N,    FH'  =  P. 

Actuellement,  à  cause  de  l'équation 
OA,.OA,=  RN, 
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et  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  OA3,  011  Cy  est  égal  aa  plus 
petit  côté  d'un  rectangle  équivalent  à  celui  dont  tes  dimensions 
seraient  R  et  N.  On  doit  donc,  préalablement,  chercher  le 
côté  du  carré  équivalent  à  cette  dernière  figure.  C'est  ce  que  Ton 
fait  en  décrivant,  sur  DF  comme  diamètre,  une  demi-circonfé- 
rence DLF,  portant  FH  de  F  en  K,  élevant  KL  perpendiculaire 
à  DF,  et  menant  FL 

Décrivons  maintenant,  sur  FH'  =  P,  comme  diamètre,  une 
nouvelle  demi-circonférence  FMH';  menons  MN  parallèle  à  FA', 
à  une  distance  de  cette  droite,  égale  à  FL;  puis  abaissons  MP 
perpendiculaire  à  FH'.  Nous  aurons 

FP-*-PH'  =  P,    FP.PH'  =  PM«-RN; 

donc 

PF  =  c. 

Remarque.  A  cause  de  Timperfection  des  instruments  et  de  la 
multiplicité  des  constructions,  il  est  bien  difficile  que  PF  soit 
rigoureusement  la  corde  du  trente-quatrième  de  la  circonférence. 
Aussi,  lorsqu'il  est  question  d'un  problème  graphique,  doit-on 
préférer,  à  la  construction  précédente.  Tune  des  méthodes  indi- 
quées ci-dessus  (Prob.  II  et  III)  (*). 


Problème  XIT. 

Calculer f  à  moins  de  0^001,  le  rapport  entre  le  côté  du  poly- 
gone régulier  de  trente-quatre  càtés  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Reprenons  Texpression 
c      \ 


1^  =  g  r--l4-V/77+/34--2V/l7-2l/l7H-3^/n-*-l/l70-26V/  l7--4/34-4-a^  17  T 


(*)  Voir,  sur  le  même  sujet,  un  Mémoire  de  M.  Scbrobter  {Journal  de  Crelk, 
t  LVII,  ou  Nouvelles  Annales,  1874). 


oc  GÉO.VÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE. 


305 


Afin  d'arriver  plus  rapidement  au  résultat,  nous  appliquerons 
les  logarithmes.  Mais,  comme  on  ne  peut  efiSectuer,  par  leur 
moyen,  ni  addition  ni  soustratîon,  nous  calculerons  séparément 
les  diverses  parties  : 


|/l70  — 2Cl/Î7  =  D,    V'si-f-âi/lT^E,    1/Ch-D  — 4E  =  F. 
Les  opérations  prennent  alors  la  disposition  suivante  : 


Logl7 


1,23044892 
0,61522446 

4,12310 
3,12310 


-log  17  =  0,61522446 
Log26=:  1,41497335 


261/17  = 


2,03019781 

107,2018 

170  — 261^17=  62,7982 

1,7979472 

0,8989736 

7,92453 


Log 
1 

2 
D 


A  =3,12310  H- 

B  =  5,07482  -*- 

2F  =  6,721 60  — 

1,47632 

1=0,48454=1 
8  R 


34  — 


21/17 
21/Î7 

B 


8,24620 
25,75380 

0,7054206 
5,072482 


34 


2V/Î7 
21/Ï7 


E  = 


8,24620 
42,24620 

0,8128944 

6,49972 


31/17=12,56930 

C  =  29,36950 

D=    7,92453 

4E  =  25,99888 


Log  = 


1 

2 

Log  2 


2F 


11,29495 
1,0528846 

0,5264423 

0,3010500 

0,8274723 
6,72160 
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Le  rapport  cherché  est  donc 

1=0,18454. 

Cette  valeur,  bien  qu'obtenue  par  Temploi  des  logarithmes,  est 
approchée  à  moins  de  0,00001  ;  car  on  trouve,  par  une  autre 
méthode, 

1  «0/1 84558... 


Problème  XT. 

Calculer^  à  moins  de  0,0001 ,  le  rapport  entre  le  côté  du  poly- 
gone régulier  de  dix-sept  côtés  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

On  sait  qu*en  appelant  c  et  C  les  côtés  des  polygones  régu- 
liers, de  2n  côtés  et  de  n  côtés,  inscrits  au  cercle  dont  le  rayon 
est  R,  on  a 

Appliquons  cette  formule,  en  remplaçant  ^  par  la   valeur 
0,18454,  trouvée  ci-dessus. 
Nous  aurons 


puis 


2  H-  -  =  2,18454,     2  —  1=  1,81546  ; 
R  R 


Log  2,18454  =  0,3395600 
Log  2,81546  =  0,2589867 


0,5983467 

1=0,2991733 
2 


Log  0,1 8454  =  1,2660905 

<: 

T,5652638  =  log-. 

R 

C 

--  =  0,367505. 

R 
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On  vérifle,  par  d'autres  méthodes»  que  celte  valeur  est  appro- 
chée à  moins  de  0,001 . 

Remarque».  —  I.  Nous  avons  vu,  précédemment,  combien  est 
compliquée  la  construction  du  polygone  régulier  de  trente-quatre 
côtés  :  il  en  est  de  même  pour  le  polygone  de  dix-sept  côtés.  Une 
construction  approximative  peut  donc  être  utile.  Or,  si  Ton  com- 
pare la  valeur  ci-dessus  avec  celle  qui  donne  le  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit,  on  reconnaît  que  le  côté  du  polygone  régulier 
inscrit,  de  dix-sept  côtés,  égale,  à  fort  peu  près,  la  demi-différence 
entre  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  et  le  côté  de  l'hexagone 
régulier  inscrit. 

En  effet,  le  rayon  étant  pris  pour  unitcS 

le  côté  du  triangle  cquîlaléral  «=  1/5^=  1^3205, 
le  côté  de  riiexngone  régulier  ==»  1 . 

différence  «0,73205. 


i  =  0,36602. 
2 


Cette  quantité  diffère,  de  C,  d'environ  0,001  ;  donc,  etc. 

II.  Si  Ion  appliquait  le  procédé  de  Bion  (Prob.  I), on  arrive- 
rait à  un  résultat  moins  approché,  mais  assez  curieux.  On  a,  en 
effet,  pour  n  =  17,  J=  ff  ;  puis  «*=  {,  valeur  rationnelle  et  fort 
simple. 

Elle  donne  x  =  0,37796.,.,  quantité  qui  surpasse  C  d'envi- 
ron 0,02. 


ProMèm«  XLTI. 

A  un  cercle  donné  O,  inscrire  cinq  carrés  égauxy  de  manière 
que  run  d'eux  soit  concentrique  au  cercle,  et  que  chacun  des  quatre 
autres  ait  deux  sommets  sur  la  circonférence. 

Si  R  et  X  désignent  le  rayon  du  cercle  ri  le  côté  de  chacun 

20 
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des  cnrrés  cherchas,  on  a,  duiis  le  triangle  reciangl»  OPL  : 


Ainsi,  le  côté  de  chaque  carré  est 
tiiaijen  proportionnel  entre  le  rayon  et 
'.ex  deux  cinquiémet  du  rayon. 

Remarque.  Les  sommets  du  carré  intérieur  sont  situés  sur 
deux  diamètres  RT,  US  jicrpcndieulaires  entre  eux.  Or,  la  demi- 
diagonale  OC  esl  égale  à  OPt/I.  Donc  i  cause  de  x=R^^: 


=N/i«., 


OC 


en  sorte  que  la  demi-diagonale  OC  ett  moyenne  proportionnelle 
entre  te  rayon  et  le  cinquième  du  rayon. 


rraM^aie  S  TH. 

A  vn  cercle  donné,  inscrire  six  pentagones  règuHert  égaux,  de 
manière  que  l'un  d'eux 
soit  concentrique  au  cer- 
cle, et  que  chaam  des  cinq 
autret  ait  un  sommet  sur 
la  circonférence. 

Si  l'on  désigne  par  R, 
r,  a  le  rayon  donné  OD , 
le  rayon  inconnu  CD, 
et  chacun  des  apothèmes 
OP,  DP,  on  a 

R  e=  r  +  3a. 
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Mais,  clans  tout  pentagone  régulier. 


donc 


«=-  r(l/ft  +  1); 


R=ir(3^l/5). 


On  tire,  de  cette  équation, 

r  =  iR(3-l/5); 
en  sorte  que  le  rayon  r  se  construit  facilement. 

Remarques,  —  I.  Le  côté  d  du  décagone  régulier,  inscrit  au 
cercle  donné,  est  donné  par  la  formule 

rf  =  lR(l/5-1). 

Cooaéquemment, 

r-f-rf«R. 

On  conclut,  de  celte  relation ,  que  le  rayon  O'D  est  égal  au  plus 
petit  segment  du  rayon  CD,  partagé  en  moyenne  et  extrême 
raison, 

II.  La  droite  00'  =  2a  =  R  —  r=B=d;  c'est-à-dire  que  :  la 
distance  des  centres  0,  0'  est  égale  au  coté  du  décagone  régulier 
convexe ,  inscrit  au  cercle  donné. 


Problème  XTIII. 

A  un  cercle  donnée  inscrire  sept  hexagones  réguliers  égaux^  de 
manière  que  l'un  d'eux  soit  concentrique  au  cercle,  et  que  chacun 
des  six  autres  ait  deux  sommets  sur  la  circonférence. 

Un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  employé  ci-dessus 

(Prob.  XVI)  donne 

,      R* 

at*  ^  — ; 

7  ' 
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X  éUDt  le  ebié  de  ehaque  beugooe.  Ce  côté  est  donc  Moynt  pn- 
portùHuid  entre  le  rayoH  et  le  iepttème  du  rayon. 

Bemarqve.  D'après  le  Problème  X\  (Bem.U),  ce  mimé  côlé 
e$t,  à  fort  peu  prie,  égal  à  la  corde  fiu  aouê-tend  U-^de  bt  etr- 
con/SrMce. 

Prablèae  XJX. 

DkompOMer  un  hexagone  régulier,  en  hexagone»  réguliers  et  en 
triangtet  équilatéraux. 

Il  suffit  de  dh'iser,  en  trois  par- 
ties égales,  chacun  des  dttés  de 
l'hexagone  donné,  et  de  joindre 
deux  à  deux,  dans  un  ordre  conve- 
nable, les  points  de  division. 

Remarque,  Les  problèmes  ana- 
logues à  celui-ci  reçoivent  leur  ap- 
plication dans  la  Marqueterie,  la 
Mosaique,  etc.  Ils  reposent,  en  géoéral,  sur  l'Ànalgte  indéter- 
minée. 


LIVRE  V. 


Tlié«rèaie  I. 

Daiiê  tout  angle  trièdre,  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Soient  ASO  le  plan  bissecteur  de  Tangle  dièdre  SA,  et  BSO  le 

plan  bissecteur  de  langle  dièdre  SB.  Ces 
deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite 
SO9  intérieure  à  Tanglc  triëdre.  Un  point 
quelconque  M  de  cette  ligne,  appartenant  à 
In  fois  aux  plans  ASO,  BSO,  est  également 
distant  des  trois  faces  du  tricdre  :  donc  il 
appartient  au  plan  bissecteur  de  langle 
dièdre  SC;  etc. 

Remarques.  —  1.  le  lieu  des  points  tels,  que  cbacun  soit  éga- 
lement distant  des  trois  faces  du  trièdre  se  compose  de  la  droite 
SO,  et  de  trois  autres  droites  SP,  SQ,  SR.  Chacune  de  ces  der- 
nières droites  est  située,  à  la  fois,  dans  tin  plan  bissecteur  inté- 
rieurf  et  dans  deuxplans  bissecteurs  extérieurs. 

If.  Coupons  le  trièdre  S  par  un  plan 
quelconque  L,  perpendiculaire  à  la  droite 
SO.  Soient  A'B'C  la  section  obtenue  et  O' 
le  point  où  la  droite  SO  perce  le  plan  L. 
Les  traces  des  plans  bissecteurs  intérieurs 
sont  les  droites  A'O',  B'O',  C'O .  Quant 
aux  traces  des  plans  bissecteurs  ex/é- 
rieurSy  ce  sont  des  droites  N'P',  P'M', 
M'N',  respectivement'perpcndiculaires  aux 
premières.  En  effol,  la  droite  N'P',  par 
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exemple,  a  élé  menée  ilnna  le  plan  L,  perpendiculairement  k  la 
trace  A'O'  du  plan  ASO  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  ce  der- 
nier plan;  donc  le  plan  bissecteur  eilérieur,  perpendiculaire  au 
plan  ASO,  et  passant  par  le  point  A',  contient  la  droite  N'P';  etc. 

Observons,  maintenant,  que  les  trots  plans  bissecLcurs,  dont  les 
Iraccs  sont  P'M'iN'M',  A'O',  se  coupant  suivant  une  même  droite, 
leurs  traces  doivent  converger  en  un  même  point;  donc  A'O', 
prolongée,  passe  en  M'.  Ainsi  :  tout  plan,  mené  perpendiculai^ 
temmt  à  l'iiileraection  de»  trois  plans  bùsecleurs  intérieurs  d'un 
trièdre,  coupe  les  six  plans  bissecteurs  suivant  le»  trois  côféi  et 
les  trois  hauteurs  d'un  même  triangle,  (Voyez  Liv.  I,  Th.  I.) 

III.  Nous  savons  que  tes  droites  A'O',  B'O,  C'O'  sont  les  bis- 
sectrices des  angles  du  triangle  A'B'C  (Th.  I,  Liv.  Il)v  Donc  les 
traces  des  six  plans  bissecteurs  d'uii  trièdre,  sur  un  plan  L  per- 
pendiculaire à  l'intersection  des  trots  plans  bissecteurs  intérieurs, 
sont  les  six  bissectrices  du  triangle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  te 
trièdre. 

Cette  remarf|ue  peut  recevoir  son  application  dans  ceriainei 
épures  de  Géométrie  descriptive. 


Don*  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  par  Us 

bissectrices  des  faces  opposées,  se  coupent  suivant  une  même  droile. 

Prenons  sur  les  (rois  arêtes,  à  partir  du 

somme! ,  des  distances  SA,  SB,  SC,  égales 

entre  elles  ;  puis  faisons  passer  un  plan  pur 

les  points  A,  B,  C. 

Le  triangle  SBC  étant  isoscèle,  la  bissec- 
trice SM  de  l'angle  BSC  passe  au  milieu 
M  ducdtéBC.Doncla  trace  du  plan  AS.M, 
I  sur  ie  plan  ABC,  est  une  médiane  du  iri~ 
I  angle  ABC.  De  m&me  pour  les  plans  BSN, 
CSP.  Or  les  trois  médianes  se  coupent  en 
un  même  point;  etc. 
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Remarque.  Si  Ton  considère ,  indcpendinmment  drs  bissec- 
irices  intérieures  SM,  SN,  SP,  les  bissectrices  extérieures  des 
angles  BSC,  ASC,  BSA;  puis  que,  par  eiincune  de  ees  droites  et 
par  larële qui  n'appartient  pas  à  la  même  face,  on  mené  un  plan, 
on  obtient  trois  nouveaux  plans  qui,  combinés  avec  les  trois  pre- 
miers, déterminent  trois  nouvelles  droiies  SA',  SB',  SC.  Il  est 
facile  de  reconnaître  que.  A'  étant  la  trace  de  SA'  sur  le  plan 
ABC,  le  point  M  est  le  milieu  de  AA'.  De  même  pour  SB' 
CI  SC'. 

Tbé^rèine  III. 

Dans  tout  angle  trièdre^  les  platis  menés  par  les  bissectrices 
des  faceSy  perpendiculairement  à  ces  faces,  se  coupent  xuivant  une 
même  droite. 

Prenons  sur   les  trois  arêtes,  à  partir   du   sommet  S,  les 

distances  égales  SA,  SB,  SC,  et  menons 
le  plan  ABC.  La  bissectrice  SM  de  la  face 
SBC  est  perpendiculaire  au  côté  BC,  en  son 
milieu  M  ;  et  il  en  est  de  même  des  bis- 
sectrices SN,  SP,  à  regard  des  dt*ux  autres 
faces.  Conséquemment ,  les  plans  menés 
parées  droites,  perpendiculairement  aux 
faces  correspondantes,  ont  pour  traces,  sur 
le  plan  ABC,  les  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 
Or  ces  perpendiculaires  se  coupent  en  un 
même  point  0;  donc,  etc. 


Théorème  iV. 


Les  platis  menés  par  les  arêtes  d'un  awjle  triédre ,  perpendi- 
cutairement  aux  faces  opposées,  se  coupent  suivant  une  même 
droite. 

Soil  ASM  le  plan  mené  par  Tarête  AS  du  trièdre  S,  pcrpen- 
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dicnlairemeni  i  la  face  opposée  B5C.  Soit,  de  même.  BSN  le 
plan  mené  par  fiS,  perpendiculairement  à  la 
faee  ASC.  Ces  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  SO  :  il  s*»gît  de  faire  voir  que  le 
plan  ose  est  perpendiculaire  h  ta  fnce  ASB. 
Par  un  point  quelconque  0  de  In  droite  OS, 
menons  le  plan  perpendiculaire  h  celte  ligne; 
et  soit  ABC  le  triangle  déterminé  par  les 
intersections  de  ce  plan  avec  les  trois  faces 
de  l'angle  irièdre.  Menons  les  droites  AOH, 
BON,  COP,  et  joignons  le  point  P  au  som- 
met S. 
Le  plan  ANS,  qui  contient  une  droite  perpendiculaire  au  plan 
ABC,  est  perpendiculaire  h  ce  dernier  plan  [G.,  47S]  ;  d'ailleurs 
il  a  été  mené  perpendiculairement  au  pion  BSC  ;  donc  la  droite 
BC,  intersection  des  plans  ABC,  BSC,  est  perpendiculaire  i  AMS 
[G;  477];  donc  elle  est  perpendiculaire  à  la  droite  AM;  c'est-â- 
dire  que  celte  dernière  droite  est  la  perpendieulsire  abaissée,  du 
sommet  A,  sur  le  càté  opposé  BC. 

Par  un  raisonnement  semblable  on  voit  que  BN  est  la  per 
pendiculaire  abaissée,  du  sommet  B,  sur  le  càié  AC;  donc  (Liv.  I, 
Th.  I)  COP  est  perpendiculaire  à  AB;  donc  le  plan  CSP  est  per- 
pendiculaire à  AB;  etc. 


Tkéarène  T. 

fions  tout  trièdre,  la  tomme  des  angles  formés  par  les  arélet, 
avec  les  bissectrices  des  faces  opposées,  est  moindre  que  la  somme 
des  faces. 

Coupons  l'angle  Iriiïdre  S  par  un  plan 
ABC,  perpendiculaire,  en  un  point  M,  à  h 
bissectrice  SM  de  la  face  BSC.  Menons  la 
droite  AM,  et  prolongeons-la  d'une  lon- 
gueur égale  MA'.  Enfin,  tirons  SA',  CA  , 
BA'. 

Le  quadrilatère  ABA'C,  dans  lequel 
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les  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales,  est  un 
parallélogramme;  donc 

CA'  =  AB,    BA'  — AC: 

En  outre,  SM  est  perpendiculaire  au  milieu  de  AA';doù  ré- 
sulte SA=SA'.  On  conclut  de  là  que  les  trièdres  SABC,  SAT.B 
sont  égaux  entre  eux.  Or,  dans  Tangle  trièdre  SABA',  la  face 
ASA'y  double  de  ASM,  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres 
[G.,  493].  Conséquemment, 

^g        ASB^ASC 

Ainsi,  l'angle  formé  par  l'aréle  AS  et  par  la  bissectrice  de  la 
face  opposée,  est  moindre  que  la  demi-somme  des  deux  autres  faces. 

Celle  propriété  démontre  le  théorème.  (Voyez  Th.  III,  Liv.  L) 

Thévrèaïc  Vl. 

La  somme  des  dièdres  d*un  angle  pohjèdre  convexe^  de  n  faceSf 
est  comprise  entre  2n  et  2(n  —  2}  dièdres  droits. 

D'abord,  chacun  des  diédrrs  d*un  angle  polyèdre  convexe  est 
moindre  que  2  droits;  donc  la  somme  des  n  dièdres  est  infé- 
rieure à  2n  droits. 

En  second  lieu,  si  Ton  fait  passer  des  plans  par  une  arête  de 
Tangle  polyèdre  et  par  toutes  les  arêtes  opposées,  on  décompose 
cet  angle  en  n — 2  trièdres,  dans  chacun  desquels  la  somme  des 
dièdres  est  supérieure  à  2  droits  [G,  496];  itc. 

Théorènie  Tll. 

Tout  plan,  parallèle  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
gauche,  partage  proportionnellement  les  deux  autres  côtés. 

Soient  E,  F  les  points  où  le  plan  MN,  parallèle  aux  côtés 
AD,  CD,  coupe  les  deux  autres  côtés  AD,  BC.  Je  dis  que 

AE       BF 

êd""fc' 
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Faisons  passer,  suivant  CD,  le  plan  PQ  parallèle  &  A6  et  1 
MN.  Menons,  par  le  point  A,  une  paral- 
lèle à  BC;  el  soient  G,  H  les  points  où  HIe 
perce  les  plans  tAS,  PQ.  BnGn,  lirons  EG, 
DH  :  ces  droites  sont  parallèles,  comme 
étant  les  intersections  de  deux  plans  paraN 
lèles  par  un  troisième  plan.  CoRséquem' 
ment  [G.,  453], 


Mais  les  droites  AG,  BF  sont  cgnies,  comme  parallèles  com- 
prises entre  plans  parallèles  [G.,  <iS6].  De  même,  GH  =  FC;  etc. 

RficiPHOQOE.  Toute  droite,  qui  dtcite  proportionnellement  deux 
côtés  oppotét  d'un  guadrilalère  gauche,  e$l  dam  un  plan  parait^ 
aux  deux  autres  côtés. 


Si  une  première  droite  EP  partage  proportiannellernmt  deux 
côtés  opposés  Ab,  CD  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD,  et  qu'une 
tecende  droite  GH  partage  proportionnellement  les  deux  autres 
côtés  du  quadrilatère  :  1'  ces  deux  droites  sont  dans  un  même 
plan;  9*  iAacune  d'elles  est  partagée,  par  l'autre,  en  deux  seg- 
ments proportionnels  aux  segments  des  côtés  qu'elle  ne  ren- 
contre pat. 

i'  Suivant  AB,  Taisons  passer  un  plan  P  parallèle  Ji  CD,  el, 
consè(jueinmei)l ,  parallèle  è 
GH.  Parles  points  C,D,H, 
G,  menons  CC,  DD',  HH', 
GG'  parallèles  h  EP;  et  soient 
C,  D'  H',  G'  les  points  où  ces 
droites  percent  le  plan  P. 

Le  plan  des  parallèles  CC', 
PE,  DD'  coupe  le  plan  P  sui- 
vant une  droite  CED',  parai- 
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lèle  i  CD.  De  plus,  les  droites  BC,  AD'  sont  parallèles,  eomme 
étant  les  intersections  du  plan  P  par  les  plans  parallèles  ÂDD', 
BCC^  Il  s  ensuit  que  les  triangles  BRC,  AED'  sont  semblables. 
Nous  avons,  par  hypothèse, 

AH_HD 
BG~GÏÏ*' 

d'où,  à  cause  des  parallèles. 

Air  _£Cr_AIV      AK 

Si  donc  nous  menons  G'E  et  H'E,  les  triangles  BG'E,  AH'E 
seront  semblables,  comme  ayant  un  angle  égal,  compris  entre 
côtés  proportionnels. 

Par  suite,  les  angles  BEG\  AEH'  sont  égaux,  et  G'EH  est  une 
ligne  droite;  donc  G'H'HG  est  un  quadrilatère  plan;  etc. 

3**  Soit  I  le  point  de  rencontre  des  droites  EP,  GH.  On  a 

KI  =  HH',    EF==I)D'; 
d'où,  à  cause  du  triangle  ADD', 

El  _  AH       BG 

if""hd"~gc' 

cl,  de  même, 

m       AE_DF 

ÏG~EB""FC  ' 

Remarques.  —  I.  Chacune  des  droites  EF,GH  est  dans  un  plan 
psirallèle  aux  deux  côtés  qu^elle  ne  rencontre  pas. 

II.  Ce  théorème  est  la  généralisation  d'une  propriété  relative 
aux  quadrilatères  plans  (Liv.  III,  Th.  LVI). 


Théorème  IX 


Tout  plan  transversal  détermine^  sur  les  quatre  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche  y  huit  segments  tels,  que  le  produit  de  quatre 
segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  quatre  autres. 
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Soit  le  quadrilatère  gauche  ABCD,  dont  les  côtés  sont  coupés 
par  on  même  plan  P,  aux 
points  E,  F,  G,  H.  Je  dis  que 
l'on  « 

ar.df.cg.be 

=»  AE.bg. CF. DH. 

Soit  M  le  point  de  rencoo- 

ire  de  la  diagonale  BD  avec 

le  plan  P  :  les  transversales 

FG,  H  E  concourent  en  H  ;  donc,  par  le  Théorème  de  Ptolémée  : 

AH.DH.BE=>AE.BH.mi, 
DP.CG.BH=DH.BG.CF. 

Uultiplianl  membre  à  membre,  et  supprimant  DM  et  BM,  od 
obtient  la  relation  demandée. 

Remarques.  —  I.  La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie.  Elle 
renferme,  comme  cas  particulier,  le  Théorème  VII. 

11.  Si  le  plan  P  était  parallèle  1  la  diagonale  BD,  on  aurait 
AH       HD       DF       CF 
Â¥  "^  ÊB  '     BG  ~  CG  ' 
etc. 


Dans  tout  quadrilatère  gauche,  les  mitieux  des  côté*  sont  le* 
tommels  d'un  parallélogramme. 

La  démonstration  de  ce  Théorème  est  la  même  que  celle  du 
Tliémcme  IV,  Liv.  i. 

Ttaè«rèn«  XI. 

Dans  tout  quadrilatère  gauche,  le  point  de  rencontre  des  droites 
qui  joignent  le»  milieux  des  cotés  opposés  est  situé  au  milieu  de 
la  droite  gui  Joint  les  milieux  des  diagonales. 

(Voyez  Th.  X,  Liv.  I.) 
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Tbé«vèMM  SU. 


Tout  plan  tratuversal  XY  délermine,  lur  te»  côté»  d'un  triangle 
ABC,  six  segments  tell,  que  le  produit  de  trois  segments  non  con' 
sécutifs  est  égal  au  prodtàt  des  trois  taitres. 

Le  plan  XY  coupe  le  plan  ABC  suivant  une  transversale  MN; 
et  les  points  de  rencontre  de 
celte  droite ,  avec  les  eàléi  du 
triangle,  sont  ceux  où  ces  côtés 
percent  le  plan  XY.  L»  pro- 
position est  donc  ramenée  au 
Théorème  de  Ptolémée. 


TfeéarèMe  XIII. 

Si  les  côté»  d'un  polygone  gauche  sont  coupé»  par  un  plan 
transversal,  le  produit  des  segments  non  consécutifs  est  égal  au 
produit  des  autres  segments. 

(Voyez  Th.  XIV,  Liv.  III.) 

Remarque.  Cette  proposition  est  la  généralisation  du  Théo- 
rème XII. 


Si,  par  une  droite  quelconque  XY,  et  par  les  différents  som- 
mets d'un  polygone  gauche  ABC...  aytml  vn  nombre  impair  de 
côté»,  on  fait  passer  des  plans  qui  partagent  les  côtés  respective- 
ment opposés  à  ces  sommets,  chacun  en  deux  segments  ;  le  produit 
des  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  autres  seg- 
ment». 

Projetons  la  figure  sur  un  plan  P,  perpendiculaire  à  XY; 
et  soit    A'B'C'D'E'  la  projection    du    polygone  gauche.   Les 
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tnee*  4n  diffiérfou  plant  AXV,  BXY_^  moi  dei  Aviies  At). 
6*0...,  |M*MDi  toula  par  m  ntee 
poini  O,  projectioa  de  XY.  De  phn,  1rs 
potols  «*,  ¥  ...,  où  M>  masTemles 
A'O,  B'0...,eoiipeni  les  cAtés  CD', 
D'E', ....  du  polygone  pUn,  soai  les 
projeelioas  des  points  m,  b,  ,.,,  où  les 
plans  AXY,  BXY...,  mm»  reneonirés 
par  les  edtâs  CD.  DE...,  do  poly^we 
gaudie. 

Cela  posé,  les  segmenis  détenninés  sur  un  eM  ^/màtmape 
du  polygone  gauche,  par  nemple  sur  le  tfité  CD,  sont  prafw- 
lîonnels  aux  segnienca  déterminés  sur  U  projection  de  ee  eàtê, 
attendu  que  CC'.DD',  aa'  sont  trois  parallèles.  Or.  dans  le  poly- 
gone plan, 

A'<f .  BTff'.  Co'.D'fc.  B  V  =  AV.  «6.  D  V.  CV.  BV  ; 
(Th.  XV,  Liv.  III).  Donc  aussi,  dans  le  polygooe  gauche, 
Ad.Be.Ca.Db.Ee=ïAe.E6.Da.Ce.Bd. 
C'est  ee  quil  fatlail  démontrer. 

Remarque.  Le  théorème  qui  |H^céde  peut,  de  la  même  ma- 
nière, se  déduire  du  Théorème  XIV  (Liv.  III). 


TkéartMe  ST. 

Loriqu'une  droite  AB  ett  partagée  en  deux  legment»  AC,  BC 
proporlionneit  aux  nombres  h,  a;  n,  det  pomtt  A,  B,  C  on 
abaisMe,  tvr  un  plan  quelconque  XY,  dei  perpendicidairei  AA', 
BB',  ce,  on  a 

(a-^-b)CC'^a.\A'  -i-b-W. 

O^lle  proposition  se  démontre,  ji  fort  peu  près,  comme  le  Théo- 
rème I  du  Livre  III. 
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Théorène  XVI. 

Étant  donné  un  système  de  points  A,  B,  C...,  on  peut  toujours 
déterminer  un  point  0  tel,  que  sa  distance  à  un  plan  quelconque 
XY  soit  égale  à  la  moyenne  arithmétique  entre  les  distances,  au 
même  plan,  des  points  A,  B,  C... 

(Voyez  Th.  Il,  Liv.  III.) 

La  somme  des  carrés  des  distances  de  n  points  A,  B,  C...,  à  un 
point  quelconque  S,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  distances 
des  mêmes  points  à  leur  centre  0,  augmentée  de  n  fois  le  carré 
deSO. 

(Voyez  Th.  ni,  Liv.  III.) 

Théorème  XTIII. 

Le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  chacun  d'eux,  à  des  points  donnés  A,  B,  C...,  soit 
constante,  est  une  sphère  qui  a  pour  centre  le  centre  0  des 
moyennes  distances  des  points  A,  B,  G... 

(Voyez  Th.  IV,  Liv.  III.) 

Théorème  SIX. 

Si,  dans  un  angle  polyèdre  convexe,  dont  toutes  les  faces, 
excepté  une,  sont  constantes,  on  fait  varier  un  seul  des  angles 
dièdres  opposés  à  cette  face,  de  manière  que  l'angle  polyèdre  reste 
convexe;  la  face  variable  augmentera  si  l'angle  dièdre  augmente, 
et  elle  diminuera  s'il  diminue. 

Admettons,  par  exemple,  que  dans  Tangle  polyèdre  S,  supposé 
convexe,  on  fasse  varier  Tangle  dièdre  SD,  opposé  à  la  face  ASB; 
admettons,  de  plus,  que  les  autres  angles  dièdres  SC ,  SE,  SF 
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n  cprouvrni  aucun  cliangcmrni,  ei  qu'il  en  soit  de  même  i  l'égsrd 
des  faces  BSC,CSD...,FSA. 

Si  l'on  mène  les  plans  ASD,  BSD.  on 
décompose  l'angle  polyèdre  donnée  en  nn 
angle  trièdre  SABD,  et  en  deux  angles 
polyèdres  SAFED,  SBCD.  Or,  il  résulie, 
(les  hypothèses  précédentes,  que  ces  der- 
niers angles  sont  constants.  Par  suite,  la 
variation  de  l'anj^le  dièdre  SD,  dans 
l'angle  polyèdre  donné,  est  égaie  à  la  va- 
riation de  l'angle  dièdre  SD,  dans  l'angle  trièdre  SABD.  D'ail- 
lenrs,  si  un  angle  trièdre  SABD  a  deux  Taccs  constantes  ASD, 
BSD,  la  troisième  face  ASB  augmente  ou  diminue  suivant  que 
l'angle  dièdre  opposé  augmente  ou  diminue;  donc,  etc. 

Remurque.  Au  lieu  de  supposer  que  l'angle  dièdre  SD  varie 
seul ,  on  pourrait  faire  varier  successivement  plusieurs  des  angles 
dièdres  opposés  à  la  face  ASB.  Par  conséquent  :  si,  dans  un  angle 
polyèdre  convexe,  dont  toutes  les  faces,  excepté  une,  sont  constan- 
tes, on  fait  varier,  dans  le  même  sens,  quelques-uns  des  angles 
dièdres  opposés  à  cette  face,  de  manière  que  l'angle  polyèdre  reste 
convexe;  la  face  variable  augmentera  si  les  angles  dièdres  ont  aug- 
menté, et  elle  diminuera  s'ils  ont  diminué. 


Si  l'on  fait  varier,  d'une  manière  quelconque,  les  angles  dièdrrt 
d'un  polyèdre  convexe  dont  tes  faces  sont  constantes  ;  que  l'on  mette 
k  signe  -t-  sur  l'arête  de  cltaque  dièdre  qui  augmente,  le  signe  — 
sur  t'aréte  de  clmque  dièdre  qui  diminue,  puis  que  l'on  fasse  le 
tour  entier  de  l'angle  polyèdre;  on  trouvera  au  moins  quatre 
variations  de  signes. 

II  faut  que  l'angle  polyèdre  considéré  ait  plus  de  trois  faces, 
sans  quoi  l'invariabiliiéde  celles-ci  entraînerait  rinvariabilité  des 
dièdres,  Dr  plus,  on  suppose  que  l'angle  polyèdre  reste  convexe. 


DB  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE.  5tl 

aprèa  comme  avant  la  variation  de  ses  angles  dièdres.  Cela 
posé  : 

1*  On  ne  peut  pas  supposer  que  tous  les  dièdres  aient  varié 
dans  le  même  sens  ;  car  alors ,  diaprés  le  théorème  précédent , 
il  y  aurait  eu  variation  d'au  moins  une  des  faces. 

3*  En  faisant  le  tour  de  Fangle  polyèdre,  on  ne  trouvera  pas 
une  seule  série  de  signes  +,  suivie  d'une  seule  série  de  signes*--^ 

En  effet,  supposons  que,  dans  Tangle  polyèdre  S,  les  arêtes 
SB,  SA,  SP  soient  affectées  du  signe  -h,  les  autres  étant  affectées 
du  signe  — .  Si  nous  menons  le  plan  diagonal  BSE,  qui  laissa 
d'un  côté  une  série  de  signes  +,  et,  de  I  autre  c6té,  une  série  de 
signes  — ;  il  résulte,  du  théorème  précédent,  que  Tangle  plan 
BSE  aura,  tout  à  la  fois,  augmenté  et  diminué;  ce  qui  est 
absurde. 

3**  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  en  faisant  le  tour  entier  de 
l'angle  polyèdre,  on  trouvera  plus  de,  deux  variations  de  signes. 
Et,  comme  on  doit  revenir  à  l'arête  d'où  Ton  était  parti,  il  s'en- 
suit que  le  nombre  des  variations  de  signes  est  pair;  donc  il  est 
au  moins  égal  à  A. 

rroMène  I. 

Étant  donnés  un  plan  XY  et  deux  points  A,  B,  situés  d'un 
même  côté  de  ce  plan  y  trouver,  sur  XY,  un  point  M  tel,  que  la 
somme  des  distances  AM,  BM  soit  un  minimum. 

Construisons  le  point  B',  symétri- 
que du  point  B,  par  rapport  au  plan 
XY;  menons  la  droite  AB',  et  soit  M 
le  point  où  elle  perce  XY.  M  est  le 
point  demandé.  (Voyez  Livre  I,  Pro- 
blème X.) 
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ÉUêM  domnés  un  phn  \Y  tt  deux  potHU  A ,  B,  iitmé»  de  eôti 
et  d'autre  de  ee  plan  ;  tioucer,  mr  XY,  ua  point  M  tel,  que  la 
différence  det  diitances  AM ,  BH  wtf 
un  maaâmum. 

SoiiB'  le  point  s>-méuique  de  B, 
par  rapport  à  XY.  Menons  la  droite 
AB'  :  le  point  M ,  où  eUe  perce  le  plan, 
est  le  point  demandé.  (Voyex  Liv.  1 , 
Prob.  XVI.) 


Trourer,  tur  une  droite  donnée  AB,  un  point  tel,  que  la  wmme 
de  U-*  diitance»  iiur  facet  VXY,  XVZ  d'un  angle  dièdre  donné, 
MOit  un  minimum. 

Soient  A ,  B  les  points  où  la  droite  AB  perce  les  faees.  Pre- 
nons, sur  eeiie  ligne,  deux  points  quelcon- 
ipies  M,  H';  abaissons  MP|  M'P*  perpendi- 
culaires sur  la  première  face  VXY,  puis  MQ, 
M'Q'  perpendiculaires  sur  la  seconde  face 
\YZ  :  ces  droites  déiermincnt  les  projec- 
lioiis  APP',  BQ'Q  de  AB.  Enfin,  menons 
MB  parallèle  à  PP',  et  M'S  pnrallèle  à  QQ'. 
Alin  de  connaiire  laquelle  est  la  piu^ 
grande  des  sommes  MP+MQ,  M'P -i-M'Q', 
{■osons 

MP  +  MQ  ^  M'P'  -  M'Q-. 

P  R  =  MP,  et  de  QS  =-  M'Q',  cette  relation  se 
NS  ^  M'R. 
Or,  les  triangles  rectangles  MRM',  MSM'  oui  rhypotcnuse 


A  rause  di 
réduit  à 
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commune.  Donc,  d'après  une  propriété  connue,  suivant  que  - 
l'angle  aigu  MM'S  est  plus  grand  ou  plus  petit  (|ue  l'angle  aigu 
M'MR[C.,74].on8 

MS ^  MR.  ■ 

D'un  autre  côté,  les  angles  MM'S,  M'MR  sont  égaux,  respec- 
tivement, k  MBQ,  MAP.  Donc,  suivant  que  l'angle  MBQ  sera 
plus  grand  on  plus  petit  <]ue  l'angle  MAP,  on  aura 

MS  ^  M'R. 
ou 

MP  +  MQ^  M'P'-^M'Q'. 

It  résulte,  de  cette  discussion,  que  la  gomme  MP  +  MQ  e«t  un 
mitàmum,  quand  le  point  M  te  confond  avec  la  trace  de  la  droite 
AB  sur  celui  de»  deux  plant  VXY,  XYZ  qui  fait  le  plut  grand 
angle  avec  cette  droite.  (Voyez  Prob.  XVII,  Liv.  I.) 


Couper,  par  un  plan,  «n  ongle  tètraèA'e  SABCD,  de  manière 
que  la  section  mnpq  soit  un  para'lélogramme. 

D'après  un  iliéorèmcconfiu,  les  plans  BSC,  ASD,  passant  par 
deux  droîles  parallèles  np,  mq,  se 
coupent  suivant  une  parallèle  SF  à 
CCS  droites.  De  même,  l'interscclion 
SE  des  deux  autres  faces  de  l'angle 
potycdre  rst  parallèle  ii  mn,  pq.  Coii- 
séqucmment,  pour  résoudre  le  pro- 
blème proposé,  il  suffît  de  couper  par 
un  plan  quelconque,  parallèle  à  ESF, 
l'angle  donné. 


Couper,  par  un  plan,  un  angle  triédre  trirectangle  SABC,  île 
manière  que  la  tettion  MNP  toil  érjale  à  un  triaw/le  donné. 


S9I  TBËORÈMEii  ET  PHOBLËHES 

Du  sommet  N,  abaissons  NN'  perpendiculaire  au  cAlé  HP,  et 
menons  SN'  :  eetle  droile,  projection 
de  NN'  sur  le  plan  CSA,  est  perpen- 
diculaire il  M  P.  En  même  temps,  la 
droile  NN'  sera,  sur  le  plan  MNP, 
la  projection  de  t'aréte  indéfinie  SB, 
attendu  que  le  plan  SNN',  évidem- 
ment perpendiculaire  h  la  droite  PH, 
est  perpendiculaire  à  MNP. 

De  même,  les  arêtes  SA,  SC  ont 
pour  projections,  sur  ce  dernier  plan, 
les  perpendiculaires  MM',  PP'  abais- 
sées, des  sommets  M,  P,  sur  les  c6tés  opposés.Eo  d'autres  termes  : 

Si  l'on  coupe,  par  un  plan  quelconque,  un  anijle  triédre  tri- 
rectangle,  let  arêtes  te  projettent  suivant  les  hauteurs  du  triangle 
déterminé  par  le  plan  ;  et  le  sommet  de  l'angle  Irtèdre  a  pour  pro- 
jection le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs. 

Observon<i,  niainiensnt,  qu'il  est  facile  de  construire  les  trois 
(.riangles  rcctanfties  MSP,  MSN,  NSP;  cardans  MSP,  par  exem- 
ple ,  on  connaît  l'hypolénuse  HP,  ainsi  que  le  pied  N'  de  la  per- 
pendiculaire abaif^sée  du  sommet  S  sur  l'hypoténuse.  Le  pro- 
blème peut  donc  èlre  regardé  comme  résolu  (*). 


Étant  donnés  deux  droites  fixes  X ,  Y  e(  un  angle  dièdre  D , 
que  l'on  fait  tourner  autour  de  l'arête  G ,  supposée  fixe ,  prouver 
qu'il  existe  sur  la  première  droite  un  point  fixe  \,  et  sur  la  seconde 
droite  un  point  fixe  B,  tels  que  a ,  b  étant  les  points  où  cet  de%ix 
droites  percent  les  faces  de  l'angle  dièdre,  dans  une  position  quel- 
conque, le  rectangle  des  segments  Aa,  Bb  soit  constant. 


{')   Traité  iUmenlairt  de  Géomilrie  deccHptive,  i'  édition,   )"  |>arfir 
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Projetons  toute  la  flgure  sur  un  plan  P,  perpendiculaire  à 
Tarète  C.  Ceue  droite  aura  pour  projection  un  point  fixe  c;  Fangle 
dièdre  sera  projeté  suivant  un  angle  plan ,  de  grandeur  constante» 
mais  mobile  autour  du  sommet  c;  enfin  le  système  des  droites 
X,  Y  aura  pour  projection  un  angle  fixe  xoy.  D*un  autre  côté, 
les  segments  de  ces  deux  droites  sont  proportionnels  aux  seg- 
ments interceptés  sur  les  côtés  de  Tangle.  Si  donc  le  rectangle 
de  ces  derniers  est  constant,  le  rectangle  des  deux  autres  le  sera 
aussi;  et  réciproquement.  Or,  d'après  le  Problème  LXX  du 
Livre  111  Je  premier  rectangle  est  constant:  donc,  etc. 


rr«blèMe  ¥11. 

Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  droites 
qui  se  coupent  ? 

Abaissons ,  d'un  point  quelconque  M  du  lieu ,  les  perpendicu- 
laires MP,  MQ  aux  droites  données  AB, 
AG;  abaissons  aussi  MM'  perpendicu- 
laire au  plan  ABC;  enfin,  menons  PM', 
QM'. 

D  après  Ténoncé ,  les  droites  MP,  MQ 
doivent  être  égales  entre  elles;  donc  les 
triangles  rectangles  MM'P,  MM'Q  sont 
égaux,  et  MT=M'Q. 
Le  point  M  doit  donc  être  situé  de  manière  que  sa  projection 
M',  sur  le  plan  ABC,  soit  également  distante  des  côtés  de  Tangle 
ABC.  Par  conséquent,  le  lieti  demandé  se  compose  du  système 
de  deux  plans,  perpendiculaires  au  plan  des  droites  données,  et 
ayant  pour  traces ,  sur  ce/ut-ci ,  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  ces  droites. 

Problème  VIII. 

Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que. la  différence  dfis  carrés  des 
distances  de  chacun^  à  deux  points  donnés  A ,  B,  soit  égale  à  un 
carré  donné  m'  ? 


M«  TDêORiJICS  ET  HOtLÈHES 

Si  Toa  se  reporte  an  ProUéme  L\  da  Lirrr  III,  on  ion 
que  ce  lîea  cM  no  plan  pcrpendienliire  à  b  droîie  AB. 


Or  donne  n  droite*  OA,  0A'.~  postant  par  un  point  O  ;  «f  Ton 
demande  ntr  (fuelte  emrfaee  mmt  titaà  les  pointt  M  tels,  que  si 
/'on  abaisse,  deekaam,  les  perpendiailairet  MP,  HP,  MP"-^ 
mr  ces  droites,  la  somme  des  rectangles  eonstnâts  snr  les  dis- 
tantes OP,  OP,  OP"...,  eltwrde*  longueur*  donnée*  b,  b'.  b" — 
Mtit  éyuicatenle  à  un  carré  donné  P. 

Prenons  le»  disianees  UB,  OB',  OB"...,  respectivemoit  égales 
à  6,  6',  6",...;  e(  abaissons, 
sur  OM ,  les  perpeadicubim 

BC,  B'C.  B  C" Nous 

aurons,  comme  il  est  abé  de 
le  voir  : 

0P.6  =  0M.OC, 
0P'.ft'  =  OH.OC', 
OP".fr"  =  OSI.OC", 


La  relation  donnée  devient 
donc 

OM(OC-«-OC'  +  OC'-t-  •■■)  =  /». 

Soil  I  le  centre  des  moyennes  distances  des  |>oints  B,  B',  B"  ... 
sa  dislance  k  nn  plan  XY,  mené  par  le  point  O,  iierpendiculai- 
remeni  i  OM ,  m  (Th.  XVI) 


rf_i(OC+OC'  +  . 


Par  Buile, 


Mais,  si  nous  abaissons  MR  perpendiculaire  à  01,  nous  aurons 
aussi 

OM.d^OI.OR; 
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Celle  valeur  exprime  que  la  projection  de  OM  sur  01  e»l  ton- 
liante;  ou  que  la  sut'face  cherchée  eti  un  plan,  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  joint  le  point  0  au  centre  des  point»  B,  B',  B".., 


On  donne  deux  fdans  P,  Q  ef  un  point  A.  Par  ce  point ,  on  fait 
passer  une  droite  arbitraire,  qui  coupe  les  plans  donnés  en  des 
points  C,  D;  après  quoi  l'on  construit  le  point  B,  conjuf/ué  har- 
monique du  point  A ,  relativement  aux  deux  autres  points.  Quel 
est  le  lieu  du  point  B? 

Par  le  point  donné  A,  menons  un  plan  perpendiculaire  aux 
pians    donnés.    Soient 
EF,  EG  les  traces  de 
ces  derniers  plans  sur 
le   plan    auxiliaire;  et 
soit  C'AD'B'  la  projec- 
tion de  la  droite  CADB. 
Les  segments  de  ces 
droites  sont  proportionnels  enti^  eux; donc  )e  lieu  du  point  If 
est  une  di^iie  EH.  conjuguée  harmonique  de  EA,  rulaiivcmeiit  à 
l'angle  FEG;  et,  rn  conséquence  :  le  lieu  demandé  est  un  plan 
R,  perpendiculaire  à  celui  de  la  figure,  et  ayant  pour  trace  la 
droite  EH. 

Remarque.  S)  les  plans  P,  Q  sont  parallèles,  le  plan  R  csl 
parallèle  i  ch»;un  d'eux. 


Étant  donnés  un  quadrilatère  gauche  ARCD  et  une  droite  EV 
qui  partage  proportionnellement  les  deur  côtés  opposés  AD,  BC 
de  cette  figure;  trouver  une  droite  G  H  qui  partage  proportionnel- 
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lement  U*  deux  autres  côté»  AB  et  CD,  et  qui  suit  perpendÛÊt- 
lorrf  à  la  première  droite  EF. 

Première  solution.  La  droite  cherchée  doit  partager  propor- 
tionnellement AB  et  CD;  donr  elle 
est  située  dans  un  plan  parallèle  à 
AD  et  BC  (Th.  VII).  De  plus,  celle 
ligne  doit  être  perpendiculnire  à 
EF;  elle  est  donc  située  aussi  dans 
un  plan  perpendiculaire  h  EF. 

D'après  cela,  si  l'on  imagine,  par 
un  point  quelconque  de  l'cs^pacc ,  un 
plan  parallèle  aux  côtés  AD,  BC  du  qundriiaiérc ,  et  un  autre 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  EF,  leur  înlerseciion  sera  parnllèle 
à  la  droite  GH;  en  sorte  que,  pour  déterminer  cc-iie  ri,  il  suffira 
d'appliquer  ce  problème  connu  :  Trouver  une  droite  parallèle  à 
une  droite  donnée,  et  gui  rencontre  dmx  droites  données  (*). 

Seconde  solution.  Sur  tes  deux  côtés  conséciitirs  AD,  DC,  con- 
Rlruisous  le  parallélogramme  ADCI,  et  menons  Bl.  I.a  droite 
donnée  EF  est  parallèle  au  plan  AIB;  de  même,  h  droite  rhcr- 
chée  GH  est  parallèle  au  plan  CIB.  Soient  AL  parallèle  à  EF,  ei 
CM  parallèle  k  GM:AEFL,  CIHGH  son!  des  parallélogrammes. 
De  pins,  les  droites  CM,  AL  doivent  être  perpendiculaires  entre 
elles,  comme  étant  respectivement  parallèles  à  des  droites  per- 
pendiculaires entre  elles.  Il  ne  s'agit  donc  plus,  pour  déterminer 
CM,  que  de  résoudre  ce  problème  :  Mener,  dans  un  plan  donné 
CIB,  et  par  un  point  C  de  ce  plan,  une  droite  CM  qui  soit  per- 
pendiculaire à  une  droite  donnée  AL ,  située  dans  ttn  plan 
donné  AIB. 

Or,  si  l'on  abaisse  CP  perpendiculaire  au  plan  AIB;  que,  du 
pied  P  de  cette  droite,  on  mène  PQM  perpendiculaire  à  AL; 
qu'enfin  l'on  joigne  te  point  M,  où  cette  perpendiculaire  ren- 


(')  TVaUiéUmrtUatrt  de  Giomélrietlacriptivt,  Impartie,  p.ÔO. 
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contre  l'iniersPClioR  BI  des  deux  plani:,  avec  le  point  donné  C, 
on  aura  la  droite  cherchée  CM. 

Remarque.  A  chaque  position  de  la  droite  EF  correspond  une 
position  de  la  droite  GH;  en  sorte  que  si  la  droite  EF  se  meut, 
en  restant  parallèle  au  plan  directeur  AIB,  la  droite  GH  se  meut 
pareillement,  et  que  le  point  0 ,  où  ces  deux  droites  se  coupent, 
décrit  un  certain  lieu  géométrique.  Ce  lieu  n'est  pas  rectiligne; 
mais  nous  allons  prouver,  dans  le  problème  suivant,  qu'il  est 
phn. 

Pr*ftl*BÉe  SU. 

Une  droite  EF  t'appuie  tur  tes  deux  cotés  opposes  AD,  BC  d'un 
quadrilatère  gauche,  en  restant  parallèle  à  l'un  des  deux  plans 
directeurs.  Une  seconde  droite  GH  s'appuie  sur  les  deux  autres 
côtés  opposés  AB,  CD,  en  restant  parallèle  au  second  plan  direc- 
teur. De  plus,  ces  droites  sont  constfimment  perpendiculaires 
entre  elles.  De  quelle  nature  est  la  ligne  décrite  par  leur  point 
d'intersection  ? 

Si  nous  considérons  diverses  positions  EF,  E'F'...,  GH,  G'H'... 
des  deux  droites  mobiles,  nous  ob- 
tiendrons une  infinité  de  quadrila- 
tères gauches,  tels  que  OTO'S,  dans 
chacun  desquels  deux  angies  oppo- 
sés sont  droits.  Il  est  clair  que  cha- 
cune de  ces  ligures  pourrait  tenir 
lieu  du  quadrilatère  donné.  Nous 
i  pouvons  donc,  pour  plus  de  simpli* 

cite,  et  sans  rien  àter  à  la  généra- 
lité de  la  solution,  supposer  que  ce  quadrilatère  a  deux  angles 
droits,  en  B  et  en  D. 

Soit  ABCD  un  pareil  quadrilatère.  Si  nous  menons  la  diago- 
nale AC,  et  que  nous  joignions  le  milieu  K  de  celle  droite  aux 
sommets  B,  D,  les  dislances  AK,  BK,  CK,  DK  seront  égales 
entre  elles,  comme  rayons  de  deux  demi-cercles  égaux. 
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De  même,  si  EF  et  GH  sont  deux  positions  correspondantes 
des  droites  moNles,  en  sorte  que  l'angle 
O  soit  droit,  les  quatre  points  B,  F,  O,  G 
seront  également  distants  du  milieu  K' 
deGF. 

Construisons,  comme  dans  le  problème 
précédent,  le  parallélogramme  ADGl  :  ses 
diagonales  se  coupent  en  leur  milieu  com- 
mun U;  donc,  par  ce  qui  précède,  DU=UB=UI;  donc  l'angle 
UBU  est  droit. 
De  même,  si  nous  construisons  le  parallélogramme  EDHR,  et 
que  nous  menions  OR  et  DO, 
l'angle  DOR  sera  droit.  Mnis  les 
droites  OR,  BI  sont  parallèles, 
comme  étant  les  intersections 
de  plans  respectivement  parât- 
léles  :  donc  la  droite  DO  est 
située  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  BI,  qui  coupe  le  plan 
OBI  suivant  DB.  Donc  le  lien 
du  point  0  est  plan. 

Remanjue.  Les  lecteurs  à  qui  1rs  Surface»  du  second  ordre 
sont  familières  reconnaîtront  que  la  propriété  indiquée  dans  le 
problème  précédent  peut  être  énoncée  en  ces  termes  :  Daru  tout 
paraboloïde  hyperholiqve,  le  lieu  des  intersectiotu  de  deux  géné- 
ratrice», perpendiculaires  entre  elles,  est  une  hyperbole  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  aux  deux  plans  directeurs  (*). 


Êlat)l  donnés  deux  points  fixe»  A,  B,  e(  deux  plans  fixe»  VV, 
XZ  ;  ott  prend,  dans  l'espace,  un  point  quelcottque  M  ;  on  mène  la 
droite  AM;  on  joint  le  point  P,  où  elle  perce  le  plan  VY,  avec  le 


(•)   Mimntl dn  Cattdidali  à  fÉcole  polylKhniqim,  t.  11.  p.  VSI. 
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point  B,  par  la  droite  PpB,  laquelle  perce  le  plan  XZ  ou  point  p  ; 
enfin  on  tire  le»  droiteâ  BM,  Ap;  et  l'on  obtimt  ainsi  un  quadri- 
latère plan  MPpm.  Si  le  tommel  M  de  ce  quadrilatère  décrit  une 
droite  CD,  quel  eu  le  lieu  décrit  par  le  sommet  m? 
Convenons,  pour  abrégiT,  d'appeler  poinUt  homologues  les 
points  H,  m. 
AtonP.psont 
des  points  ho- 
mologues; et, 
si  Ces!  la  trace 
delà  droite  CD 
le  plan 
VY,  et  que  c 
soit  la  trace  de 
BC  sur  le  plan 
XZ,  les  points 
C,c  sont  enco- 
re des  points 
homologues. 
Cela  posé, 
considérons 

l'angle  trièdre  dont  les  arèles  sont  BM,  BC,  BP,  et  coupons-le 
par  le  plan  mcp  :  les  points  de  concours  des  cAtés  homologues, 
dans  les  triangles  MCP,  mcp,  appartiennent  k  une  même  droite, 
intersection  des  plans  de  ces  triangles.  Or,  les  côtés  HP,  mp  con- 
mureni  en  A  ;  tes  côtés  CP,  cp  eoneourcnl  en  un  point  E,  évi- 
demment situé  sur  l'intersection  XY  des  plans  donnés;  donc  le 
point  de  concours  F  des  côtés  CH,  cm  est  l'inlcrsection  de  la 
droite  AE  avec  la  droite  donnée  CD.  Par  conséquent,  le  lieu  du 
point  m  est  la  droite  cF,  laquelle  est  alors  Vhomologue  de  CD. 

Remarques.  —  I.  On  vifnl  de  voir  que  la  (race  C  de  la  droite 
CD,  sur  le  plan  VY,  a  pour  point  homologue  la  trace  c  de  la 
droite  gF  sur  le  plan  XZ.  On  verra,  de  même,  que  le  point  où  la 
première  droi:e  perce  le  plan  XZ  a  jMiur  homologue  le  point  où 
la  seconde  droite  rencontre  le  plan  \'Y. 
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11.  &'  une  droite  est  parallèle  à  l'un  des  plans  flxes,  son  homo' 
logue  est  parallèle  à  Tautre  plan. 

lii.  Si  une  droite  est  parallèle  à  rinlerscciion  des  plans  fixes, 
son  homologue  est  parallèle  k  cette  intersection. 

IV.  Si  la  première  droite  est  siiuèe  dans  le  plan  VY,  son 
liumologue  sera  située  sur  le  second  plaît. 

V.  Les  homologues  de  droites  eoncourantcs  sont  aussi  des 
droites  concourantes. 

VI.  Les  homologues  de  droites  parallèles  sont,  en  général, 

des  droites  corieouranies. 
I^ur  point  de  concourt  F 
s'obtient  en  m<'nant,  par 
les  points  A,  B,  des  parai- 
léifs  A  P.BPit  la  direction 
donnée,  en  joignant  la 
trace  P  de  la  preiiitére  au 
point  B,  et  enjoignant  la 
iracp  p  àc  cette  dernière 
droite  au  point  A  par  la 
droite  Ap,  que  l'on  pro- 
longt;  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  BF. 

VII.  Suppnsanii  qu'une  droite  D  s'appuie  sur  une  droite  D', 
en  restant  pamllèle  h  une  direction  donnée;  alors  l'homologue  d 
de  D  rencontre  l'homologue  d'  de  D',  et  passe  constammonl  par 
un  point  fixe  :  celle  droite  d  engendre  donc  un  plan.  Par  coiisc- 
queni,  Vhomologue  de  toute  figure  plane  est  une  autre  figure 
plane. 

VIII.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre,  et  dont 
nous  venons  d'indiquer  quelques  conséquences,  est  une  appll- 
«ation  du  principe  de  la  transformation  des  figures. 


LIVRE  VI. 


Tkc«i«aic  I. 

Tout  plan  GFHE,  mené  par  lei  milieux  E,  B  de  detix  arête» 
oppotées  AB,  CD  d'un  tétraèdre  ABCD,parlage  ce  corps  en  deux 
parties  équivalentes  EGPBIICA,  EGFBHD  (*). 

fj^  premier  pntyèdre  EGFHCA  se  compose  d'une  pyramide 
qiiadrangiilaire  EGFHC  el  d'uD 
tétraèdre  AECH.  De  même, 
hXHFBI>se  compose  d'une  py- 
ramide qiiadraiigtilaireEGFHD 
et  d'un  tétraèdre  EUGD. 

Lesdi'ux  pyramides  (|uadran- 
gulaires  ont  même  baseEGFH. 
De  plus,  à  cause  de  FC  =  FD, 
leurs  sommets  C,  D  sont  égale- 
ment distants  de  cette  base  ;  donc  elles  sont  équivalentes.  Il  reste 
à  comparer  les  tétraèdres  AECH ,  EBGD. 

Si  nous  prenons ,  pour  bases  de  ces  tétraèdres ,  les  triangles 
ABC,  EBG,  nous  aurons 

aech     aec  _  ah 

mgd"^mg~ad' 

Les  triangles  AEC,  EBG  ont  leurs  bases  AE,  EB  en  lignedroite; 
leurs  hauteurs  sont  proportionnelles  à  BC  el  BG;  ainsi,  à  cause 


(')  C«  ibéorème  est  di,  croyons-noiu,  aa  ccivbrc  Cvonictrc  Bubillii*. 
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AEC       BC 

ëbg""bc' 


aech     bc   ah 
ebgd'^bg'âïï" 


La  fijzure  ABCD  est  ud  quadrilaière  gauche,  dans  lequel  les 
eôiés  opposés  AB ,  BC  sont  coiqiés  proporiionnellemeni.  Donc  le 
plan  EGFH  doil  partager,  en  seirmeDla  proportionnels,  les  deux 
autres  côtés  BC,  AU  (Liv.  V,  Tb.  Vil).  Aùksi. 

BG      AH 


Dans  tout  paratltlipipède,  le  produit  de  l'aire  d'une  face  par 
la  hauteur  correspondante  est  constant. 

Remarquons  d'abord  que  ce  théorème  est  vrai ,  saiiR  quoi 
un  même  par(illéli|iîpède  aurait,  à  la  fois,  plusieurs  notâmes.  Il 
s*agil  donc,  ici,  d'une  simple  vérification. 

Par  lin  sommet  quelconque  E  du  parnllélipipède,  menons  un 
plan  perpendiculaire  à  l'aréte  EH ,  et 
soit  EMNP  la  section  faite,  par  ce  plan, 
dans  les  faces  EU,  GB,  BD,  DE.  Si,  du 
même  sommet  E,  nous  abaissons  El, 
EK  perpendiculaires  sur  PN,  MN,  ces 
droites  seront  perpendiculaires  aux 
faces  BD,  BG. 
En  effet,  le  plan  EMNP,  perpendi- 
culaire à  l'aréle  £11,  est  perpendiculaire  &  la  bce  EG  et  à  la 
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race  BD  [G.,  47S];  donc  la  droite  El,  menée  dans  EMNP,  per- 
[tendiculairement  à  l'iotersectioD  PM,  est  perpendiculaire  à  la 
face  BO  [G.,  476]. 

On  verra,  de  la  même  manière,  ()ue  EK  est  perpendiculaire 
ÙBG. 

Cein  posé,  les  parallélogrammes  BD,  BG  ont  pour  mesure, 
respectivement,  fiC.PN  et  BC.MN;  en  sorte  que  l'égalité  à 
démonirer  est 

fiC.PN.EI  =  BC.HN.EK, 
ou 

PN.EI  =  MN.BK. 

Or,  dans  les  triangles  EPI,  EMK,  les  angles  P,  M  sont  égaux, 
comme  angles  opposés  d'un  parallélogramme  ;  donc  ces  trian- 
gles sont  semblables  ;  et  l'on  a 


Si  une  twface  polyédrale  convexe  ett  terminée  par  ime  ligne 
brisée,  dont  U»  coté»  toient  ou  ne  toient  ptu  dans  un  même  plan , 
te  nombre  des  facet,  plus  le  nombre  des  tommels ,  égale  le  nombre 
de»  arêtes  plus  1 . 

Désignons  par  F  le  nombre  des  faces,  par  S  le  nombre  des 
sommets ,  par  A  celui  des  arêtes.  Il  s'agit  de  faire  voir  que 

F  +  S  =  A-+-1. 

Ci-iie  formule  est  vraie  dans  le  cas 
I  de  F  =  l  :  car  alors  S=A.  Admellons 
donc  qu'elle  ait  é(ë  vériliée  dans  le  cas 
de  F  faces,  et  démontrons  qu'elle 
subsiste  pour  F  +  ï  faces. 
Soit  âBC...  la  ligne  brisée  qui  ter- 
mine lu  surface.  Construisons,  sur  le  côté  AB,  une  nouvelle  face, 
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eoinposëe  de  n  toauiieis  et  de  n  oôiés.  Si  eecie  laee  a  m  o6lés 
eommuos  avee  ABCD...,  eOe  aun  m  +  f  sommets  eommuns 
SYec  celte  même  ligne;  car  oo  suppose  qtie  le  noBYeaa  polygone 
oe  ferme  pas  eomplècement  la  surface ,  ec  qu  il  laisse  uoe  seule 
ouverture.  De  cette  manière ,  les  nombres  F»  S ,  A  deviendront 
respectivement 

d*où,  à  cause  de  la  formule  ci-dessus. 


IV. 

Dans  tout  polyèdre  convexe^  le  nombre  P  de$  faces,  pbts  k 
nombre  S  des  sommets,  égale  le  nombre  Â  des  arêtes  plus  2  ;  c'est- 
attire  que 

Enlevons  une  face  du  polyèdre;  nous  aurons  une  surface 
polyédrale  ouverte,  terminée  à  une  ligne  brisée,  et  dans  laquelle 
les  nombres  de  faces,  de  sommets  et  d'arêtes  seront,  respee- 
tivement,  P  —  1,  S,  A;  donc,  d*après  la  proposition  précé- 
dente, 

F  — I^S  =  A-*-i; 
etc. 

Ce  théorème  remarquable  a  un  grand  nombre  de  conséquences, 
parmi  lesquelles  nous  indiquerons  les  suivantes. 


Théorème  ▼. 


Dans  tout  polyèdre  convexe  :  1*  les  faces  ayant  un  nombre 
impair  de  côtés  sont  toujours  en  nombre  pair;  ^  les  sommets 
auxquels  aboulissent  un  nombre  impair  d'arêtes  sont  toujours  en 
nombre  pair. 


(')  Théorème  d'EuIer. 
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Soient,  respectivement,  a,  b,  c,  d,...  les  nombres  de  faces  trian-r 
gulairesy  quadrangulaires,  pentagonaleâ ,  etc.;  représentons  de 
même  par  a,  ^^  y,  i, ...  les  nombres  d*angles  trièdes,  tétraèdres^ 
pentaèdresy ...,  de  manière  que 

F=3aH-6^c  -i-d-4-  — 
Ssaa  +  ^-f-y-^  6  -^  •••• 

Chaque  arête  appartient  à  deux  faces»  et  aboutit  à  deux 
sommets;  si  donc  nous  comptons,  soii  le  nombre  des  côtés  de 
toutes  les  faces»  soit  le  nombre  des  arêtes  de  tous  les  angles 
polyèdres»  nous  aurons  le  double  2A  du  nombre  des  arêtes. 
Ainsi 

2A  =»  3a  -f-  46  -fr-  5c  -4-  Gd  +  7e  +  •••» 

2A  =  3oc  -4-  4p  +  5r-*-  6<?  -f-  Tf  -4 

Or»  ces  deux  dernières  égalités  exigent  que 

soient  des  nombres  pairs. 


Tkéorèoie  VI. 

Dans  tout  polyèdre  convexe  ayant  F  faces,  le  nombre  S  des 
sommets  et  le  nombre  A  des  arêtes  satisfont  aux  conditions  : 

S^2(F-2),    A^3(F-2); 

—  4  —  3 

S^-F-4-2,     A>-F. 

^2  -^2 

Les  valeurs  de  F»  S  et  2A»  écrites  plus  haut  donnent 

2A  — 3F  =  6 -4- 2c  -i-5d -+-..-» 

2A  — 3S=p-H2r -♦-  3<r  +  ...; 
donc  :  1* 
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<'f   *  -  .  ••      •    ■     . 

«  —  5  «  -'f  ' 

A5r-S. 
Celle  seconde  relation  devient,  par  le  Tliéorème  douter, 

ou  :  2*, 

A  ^3  (F  — 2), 

Remplaçant  A  par  F  +  S  —  2,  on  trouve  les  deux  autres  con* 
diltons. 

Remarque.  II  est  facile  de  construire  des  polyèdres  dans  lesquels 
le  nombre  des  sommets  soit,  d'après  les  relations  précédentes, 
le  plus  grand  ou  le  plus  petit  possible.  En  effet  : 

1®  Dans  un  prisme  ayant  F  faces,  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  est  F  —  2  ;  donc  le  nombre  S  des  sommets  du  polyèdre  est 
2(F  — 2). 

2^  Considérons  un  polyèdre  formé  de  deux  pyramides  ayant 
une  base  commune.  Si  le  nombre  des  côtés  de  cette  base  est  n, 
on  aura,  en  supposant  que  deux  faces  adjacentes  quelconques  ne 
soient  pas  dans  un  même  plan  : 

,   ,     F  =  2n,    S  =  n-^2; 
donc 

S  =  iF-4-2. 
2 

Et,  si  les  deux  pyramides  ont  deux  faces  dans  un  même  plan  : 

:F=2n  — i,    S^«^2j 


ou 


S=l(F-h<)-h2. 
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TMéorène  TH. 

Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  faces  triangulaires, 
augmenté  du  nombre  des  angles  trièdres,  donne  une  somme  qui  tie 
peut  être  inférieure  à  8.     . .  .         . 

D'après  les  valeurs  d^  F,  de  S  et  de  A,  réqualion 

F  +  S  =  A-»-2 
devient 

ou 

2(«-+-p-«-r-t-<ï-+-— )  — (o-*-26-*-3cH-4d-*-— )  =  *»       0) 
2  (a-H  6  -♦-  c  -4-  rf-»- ...)  —  (a  -♦-  2^  H-  3r-+-  4(J-*- .-)  =  4.       (2) 

Ajoutons  membre  &  membre  ees  deux  égalités;  nous  oblien- 
drons 

(a-^-a)  —  (c -H r)  —  2  (rf  4- <r)  —  3  (c  -4- f)  —  -.  =  8;        (3) 
d^où  _ 

a  -*-  a  "^  8. 

Remarques.  —  I.  Tout  polyèdre  convexe  a  des  faces  triangu- 
laires ou  des  angles  trièdres. 

II.  L'équation  (5)  exprime  que  :  dans  tout  polyèdre  convexe,  la 
somme  du  nombre  des  faces  triangulaires  et  du  nombre  des  angles 
trièdres  est  égale  à  8,  plus  la  somme  du  nombre  des  faces  penla- 
gonales  et  du  nombre  des  angles  pentaèdres,  plus  deux  fois  la 
somme  du  nombre  des  faces  hexagonales  et  du  nombre  des  angles 
hexaèdres,  etc. 

Théorème  TIII. 

1^  Tout  polyèdre  convexe  a  des  faces  triangulaires,  ou  quadran- 
gulaireSy  ou  pentagonales  ;  2^  tout  polyèdre  convexe  a  des  angles 
trièdres,  ou  tétraèdres,  ou  pentaèdres. 
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Entre  les  équations  (1)  et  (2),  éliminons,  suocessivement,  a  et 
a  ;  nous  trouvons  : 

3a-»-26^c  — «  — 2/" 2p  — 4r =12.       (*) 

5«-i-2p-*-r— «  — 2f 26  — 4€  — ...«=a|2.        (5) 

Or,  les  relations  (4),  (5)  exigent  que  3a+ 2b-i-c  et  Sa+S^+y 
soient  des  nombres  égaux  ou  supérieurs  à  12;  done,  etc. 

Remarques.  —  LA  Tinspection  de  Téquation  (i),  on  recon- 
naît que  : 

i*  Si  la  surface  d'un  polyèdre  est  formée  seulemeni  de  trian- 
gles,  ou  si  elle  est  formée  de  triangles  et  d'hexagones,  le  nombre 
des  triangles  est  égal  ou  supérieur  à  i; 

2*  Si  la  surface  d'un  polyèdre  est  formée  seulemeni  de  quadri- 
latères,  ou  si  elle  est  formée  de  quadrilatères  et  d'hexagones,  h 
nombre  des  quadrilatères  est  égal  ou  supérieur  à  6; 

3*  Si  la  surface  d'un  polyèdre  est  formée  seulement  de  penta- 
gones, ou  si  elle  est  formée  de  pentagones  et  d'hexagones,  le 
nombre  des  pentagones  est  égal  ou  supérieur  à  12. 

II.  L*équalion  (S)  conduit  à  des  conséquences  analogues. 

III.  Supposons  a «=0,  6=0,  c  =  0,  f=0,...  j3=0,  y=0,...; 
alors  réquatîon  (4)  devient  c=»  12.  Cest-à-dire  que: 

Si  un  polyèdre  a  seulement  des  angles  trièdres,  et  que  ses  faces 
soient  des  pentagones  et  des  hexagones,  le  nombre  des  pentagones 
égale  12. 

IV.  L*équation  (S)  prouve  pareillement  que  : 

Si  un  polyèdre  a  toutes  ses  faces  triangulaires,  et  que  ses 
angles  soient  en  partie  pentaèdres,  en  partie  hexaèdres,  le  nombre 
des  pentaèdres  égale  12  (*). 


(*)  Géométrie  de  Legendre^  12*  édition^  page  308. 
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V.  On  démontre,  avec  la  même  facilité  »  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1®  Si  un  polyèdre  convexe  n'a  ni  angles  trièdres  ni  angles 
tétraèdres,  il  a  au  moins  20  faces  triangulaires; 

2*  Si  un  polyèdre  convexe  n'a  ni  faces  triangulaires  ni  faces 
quadrangulaires,  il  a  au  moins  20  angles  trièdres  ; 

3*  Si  un  polyèdre  conveoce  a  un  seul  angle  trièdre,  et  quil  n'ait 
aucun  angle  tétraèdre,  il  a  au  moins  16  faces  triangulaires; 

4*  Si  un  polyèdre  conveoce  a  une  seule  face  triangulaire  ^  et 
qu'il  n'ait  aucune  face  quadrangulaire ,  il  a  au  moins  16  angles 
trièdres  ; 

Etc.»  etc. 

Tlié«rèHie  IX. 

La  somme  des  angles  plans  d'un  polyèdre  convexe  est  égale  à 
autant  de  fois  quatre  droits  que  le  polyèdre  a  de  sommets  moins 
deux  (*). 

Représentons  par  P  cette  somme,  et  conservons  les  notations 
précédentes  :  nous  aurons,  en  prenant  Tangle  droit  pour  unité, 

p  c=  2o  (3  —  2)  -«-  26  (4  —  2)  -+-  î2c  (5  —  2)  -f-  2dl  (6  —  2)  -^  ••  -, 

ou 

p  S3  2  (5a  -t-  46  +  Se  +  Crf  -♦-  •••)  —  4(a-*-6-»-c-+-ii-i-  — ), 

ou  encore 


Mais 


donc 


P  =  4A  —  4F. 


A  —  F  =-  S  —  2  ; 


p  =  4  (S  —  2). 


{'}  Théorème  de  Simon  Lhuilirr. 
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Dans  tout  polyèdre  convexe^  la  somme  des  angles  polyèdres  est 
équivalente  à  l'excès  de  la  somme  des  angles  dièdres  sur  autant 
de  fois  deux  dièdres  droits  que  le  polyèdre  a  de  faces  moins 
deux  n- 

D'après  un  théorème  eonnu,  chacun  des  angles  trièdres  du 
polyèdre  est  équivalent  i  Texcès  de  la  demi-somme  de  ses  angles 
dièdres  sur  un  dièdre  droit  [G.  676].  De  même,  chaque  angle 
tétraèdre  est  équivalent  à  I  excès  de  la  demi-somme  de  ses  angles 
dièdres  sur  2  dièdres  droits  [G.  677.];  et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs, 
chaque  angle  dièdre  du  polyèdre  appartient  à  deux  angles  polyè- 
dres. Si  donc  nous  prenons  Tangle  dièdre  droit  pour  unité,  la 
somme  de  tous  les  angles  polyèdres  égale  Texcès  de  la  somme  des 
angles  dièdres  sur  la  quantité 

«  (3  —  2)  -^  p  (4  —  2)  H-  r  (5  —  3)  -^  ... 

Or  cette  quantité  est  égale  à  2A  —  2S;  ou,  par  le  Théorème 
d'Euler,  égale  à  2  (F  —  2). 


Tlié«rèBie  XI. 

Si  une  surface  polyédrale  convexe  présente  une  seule  ouverture, 
ayant  m  côtés  non  situés  dans  un  même  plan^  on  petU  toujours 
fermer  cette  ouverture  au  moyen  d'une  surface  polyédrale  ayant 
au  plus  m  —  2  faces ,  de  manière  à  obtenir  un  polyèdre  convexe, 
fermé  de  toutes  parts. 

Soit  ABCDEF  le  contour  brisé  qui  termine  la  surface  convexe. 
On  pourra  toujours  faire  passer  un  plan  qui  contienne  au  moins 
trois  des  sommets  A,  B,  C,  D,  E,  F,  et  qui  laisse  d'un  même  côtelés 


(*}  Dû  à  M.  Brianciio!v  (Journal  de  VÉcofe  polytechnique,  XXV*  Cahier). 
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autres  sommets  et  la  surface  polyédrale.  Soit,  pour  fixer  les  idées; 
AEG  la  faeè  ainsi  obtenue.  Par  les  sommets  A,  G,  faisons  passcr 
uiipian  qu4  laisse. énoôre/d*un  même  éôlé^  tous  les  sommets  delà 
surfaee,  et  suppo$onsque  ce  plan  tourne  jusqu*à  ce  qu*ii  ren- 
contre  un  nouveau  sommet,  B  par  exemple  :  AGB  sera  une  nou- 
velle face;  En  continuant  de  la  sorte,  nous  obtiendrons  une  série 
de  faces  planes,  dont  Tensemble  fermera  Touverture  ABGDEF.  Le 
nombre  de  ces  faces  sera  le  plus  grand  possible  quand  elles 
seront  triangulaires  et  qu^elles  auront  un  sommet  commun  A; 
mais  alors  ce  nombre  égale  m  —  9.  De  plus,  le  polyèdre  résul^ 
tant  sera  convexe;  car  si  le  plan  EDG,  par  exemple,  coupait  la 
surface  polyédrale  proposée,  le  côté  GB,  prolongé ,  devrait  aus.si 
couper  cette  surface,  laquelle,  contrairement  à  Thypothèse,  ne 
serait  pas  convexe.  ^ 

Théorènie  XII. 

Si  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  est  partagée  en  P  parties  ^ 
séparées  les  vnes  des  autres  par  A  arêtes  formant  R  réseaux 
isoléSy  et  que  S  soit  le  nombre  des  sommets  situés  sur  ces  arêtes^ 

on  aura 

P-+-S  =  A-^Rh.1  C). 

f 

Considérons  d*abord  le  cas  où  les  A  arêtes  sont  liées  entre  elles, 
de  manière  à  ne  former  qu'un  seul  réseau. 

L*égalité  P  h-  S  =  A  -H  2  est  évidente  si  la  surface  totale  du 
polyèdre  est  décomposée  en  deux  parties  seulement,  par  une 
succession  d*arêtes  formant  un  circuit  fermé;  car  alors  P=32, 
S«-A. 

Subdivisons  Tune  de  ces  parties  en. deux  autres,  au  moyeh 
d*une  ligne  de  séparation  formée  par  des  arêtes  consécutives,  et 
terminée  à  deux  sommets  déjà  considérés.  Alors  P  augmenté 


(*)  Cette  ingénieuse  généralisation  du  Théorènic  d''Euler  a  été  donnée 
par  le  regrettable  professeur  Tliibault  (voyez  les  Nouvelles  Jnntt!e$^  t.  II). 


2U  naouBES  et 


qo^oo  peut  câeecuer^  h 


AdmetloDS  maimrnaiit  que  les  A  arêtes  ne  nient  pas 
liées  entre  dies»  de  sorte  que  leur  ensembk  constitiif  R 
isolés  les  uns  des  aaires. 

Lions  entre  enx,  par  one  succession  dVrëtes  inienneifiaires, 
deux  réseaux  eonséeniifs,  et  eonsidérons  le  nonvcl  ensemUe 
eomposé  d*on  réseau  de  moins. 

Pn*a  pas  changé,  mais  raugmenlaiim  de  A  surpasse  d*nneQnilé 
Faugmenialion  de  S;  ainsi  P  +  S  —  A  diminue  dTune  unité.  Eo 
diminuant  ainsi  sneeessirement,  d^une  unité,  le  nombre  des 
réseaux,  on  aura,  1  b  fin,  diminué  P+S — A  de  R  —  1  imités  ; 
mais  alors  toutes  les  arêtes  seront  liées  entre  eDes,  et  Ton  aura 

P^-S  — A  — (B  — 1)  =  2, 
ou 

P^.S  =  A-4-R-*-l. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


Deux  polyèdres  convexe*  P,  P'  sont  égaux  lorqu'iU  ont  iouies 
leurs  faces  égales  chacune  à  chacune ,  et  semblablement  dispo- 
sées C^ 

Pour  démontrer  que  les  polyèdres  sont  égaux,  il  suffit  de  faire 
voir  que  chaque  angle  polyèdre  du  premier  a  son  égal  dans  le 
second.  Si  cela  n  a  pas  lieu,  c'est  que  les  angles  polyédes  de  P 
sont,  en  tout  ou  en  partie,  différents  des  angles  pdyèdres  de  P. 
Ce  second  cas  peut  facilement  être  ramené  au  premier. 


(*)  Tbrorème  de  Caacby. 
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En  effet,  soit  SABCDE  un  angle  polyèdre  de  P,  lequel  a  son 
égal  dans  le  polyèdre  P'.  Si  nous  enlevons  cet  angle  S»  et  que  nous 
fermions  Touverture  ABCDE  par  une  surface  polyédrale  convexe 
(Th.  XI))  nous  remplacerons  le  polyèdre  P  par  un  polyèdre  Q, 
ayant  moins  de  faces,  moins  de  sommets  et  moins  d'arêtes  que 
le  polyèdre  P.  De  même,  nous  pourrons  supprimer  dans  P'  Tangle 
polyèdre  S'  égal  à  S,  et  nous  formerons  un  polyèdre  Q'  dont 
toutes  les  faces  seront  égales  à  celles  du  polyèdre  Q.  En  conti- 
nuant de  la  sorte,  nous  arriverons  nécessairement  (puisque  les 
polyèdres  P,  P'  sont  supposés  inégaux)  à  deux  derniers  polyèdres 
convexes  T,T' ayant  toutes  leurs  faces  égales,  chacune  à  chacune, 
et  tels  qu'aucun  angle  polyèdre  du  premier  n'aura  son  égal  dans 
le  second.  Le  second  cas  que  nous  avions  à  examiner  est  ainsi 
réduit  au  premier. 

Admettons  donc,  s'il  est  possible,  que  chacun  des  angles  polyè- 
dres de  P  soit  différent  de  l'angle  correspondant  du  polyèdre  P'. 
Regardons  ce  dernier  polyèdre  comme  une  transformation  du 
polyèdre  P,  et,  dans  cette  hypothèse ,  mettons  le  signe  +  sur 
l'arête  de  chaque  dièdre  qui  a  augmenté,  et  le  signe — sur  l'arête 
de  chaque  dièdre  qui  a  diminué.  D'après  le  Théorème  XX  du 
Livre  V,  le  nombre  N  des  changements  de  signes  obtenus  en 
faisant  le  tour  de  chacun  des  angles  polyèdres  de  P,  et  le  nombre 
S  des  sommets  de  P,  vérifient  la  relation 

N^4S. 

Deux  arêtes  consécutives  d'un  angle  polyèdre  appartiennent 
toujours  à  une  même  face  de  P,  et  n'appartiennent  qu'à  cette 
face  :  donc  le  nombre  N  doit  être  égal  au  nombre  total  des  varia* 
tions  de  signes  rencontrées  en  faisant,  successivement,  le  tour  de 
chacune  des  faces  du  polyèdre  P. 

Or,  pour  chaque  face  triangulaire,  le  nombre  des  variations 
de  signes  est,  au  plus,  égal  à  2. 

Pour  chaque  face  quadrangulaire,  le  nombre  des  variations 
de  signes  est,  au  plus,  égal  à  4. 

En  général,  si  le  nombre  des  côtés  d'une  face  est  pair  et  égal 
à  3n,  le  nombre  des  variations  de  signes,  obtenues  en  faisant  le 
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tour  de  cette  face,  sera,  au  plus»  2n;  et»  si  le  nombre  des  oAtés 
d'une  face  est  impair  et  égal  &  9n  -i-  1  ^  le  nombre  des  variations 
de  signes  ne  surpassera  pas  9n* 

.  Cela  posé,  soient  a  le  nombre  des  faces  triangulaires  »  h  le 
nombre  dés  faces  quadrangulaires,  etc.;  nous  aurons 

D*ailleur8, 

2A  =a  5o  -♦-  4A  -♦-  5c  -#-  6d  -♦-  7é  -^  — 

Ps=a-*-6-f-c  +  d-4-e4-—; 

d'où 

iA  — 4F  =  2a-*.  4bH-6c  -i-8d-f-  lOc-t-  ... 

Mais,  par  le  Théorème  d*Euler, 

S-«.F  =  A-i-â; 

donc 

4S  »  8  +  2a  -4-  46  -4-  6c  -4-  8d  -I-  100  H 1 

et,  à  cause  de  rinégalitc  ei-dessus, 

N^4S  — 8. 

Or,  nous  avons  trouvé 

N>4S. 

Par. conséquent  le  nombre  N  serait  inférieur  à  4S  —  8  et 
supérieur  à  4S;  ce  qui  est  absurde.  Donc  il  n'est  pas  possible 
que  les  polyèdres  convexes  P,  P',  qui  ont  toutes  leurs  faces 
égales  cbacune  à  chacune»  n'aient  pas  en  même  temps  tous  leurs 
angles  polyèdres  égaux ,  chacun  à  chacun.  Donc  ces  polyèdres 
sont  égaux. 

Théorème  XIT. 

1*  Dans  tout  tétraèdre^  les  droites  menées  des  sommets^  aui 
centres  des  moyennes  distances  des  faces  opposées,  se  coupent  toutes 
les  quatre  en  un  mime  point,  centre  des  moyennes  distances  des 
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tommett  du  tétraèdre.  Ce  point  est  nlué  aux  trois  quarts  de  chaque 
droite,  à  partir  du  sommet  d'où  elle  est  menée. 

3*  Dans  tout  tétraèdre,  k$  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales, 
au  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  tétraèdre. 

Ces  deux  (héorèmcs  résulleni,  imméiiiatemcnt,  de!i  propriéiés 
dti  centre  des  moyennes  dislonees,  énoncées  dnns  le  Livre  V, 
Ajoutons  que  la  démonslration  directe  serait  forl  simple. 


ThécrtntB  ST. 


Dons  tout  tétraèdre  trotiqué,  à  bases  parallèles,  les  droites 
menées  de»  sommets  d'une  des  bases,  aux  milieux  des  côtés  de 
Vautre  bote,  opposés  à  ce»  sommets,  se  coupent  en  un  même  point. 
Soit  CF'  l'une  de  ces  droiies  (*).  Il  est  visible  qu'elle  est  con- 
tenue dnns  le  plan  ffi^ 
dian  SF'FC,  passant  au 
milieu  ¥  de  AB;  donc 
elle  rencontre,  en  un  cer- 
tain point  M,  la  droite 
SG'G,  menée  ilu  sommet 
S  au  centre  des  moyennes 
distances  de  la  Tare  ABC 
(Th.  XIV).  Pour  démon- 
trer le  théorème,  il  suffit 
de  vérifier  que  le  print  M  est  le  même  pour  les  trois  lignes  dont 
il  s'ngit. 

Or,  les  droites  TCFC  éiant  parallèles, on  a 


MG 


CG 


(')  On  n'a  pas  tracé  les  dci»  ccn!rc»,  afin  lic  rcndri;  In  liginr  plus  claii 
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De  plus  (Liv.  I,  Th.  II)  : 

CC=*CF,     rC  — icT'; 


MO  CF  se  S\  SB 

MG'"^    £?■         S*r"    SÂ'^    SB'"' 

ÙMOLUiRE.  Daru  tout  tétraèdre  tronqué,  à  ba$^ paratlilet.  Ut 
droitei  qui  joignent  le»  milieux  des  arttei  laténtet,  avx  points  oi 
u  ceupetU  le»  diagonales  des  faces  opposée*,  concourent  en  un 
même  point  (*). 


Dan»  tout  tétraèdre,  le  jAtn  bisseeteur  de  chaque  angle  dièdre 
partage  Varéte  opposée  en  deux  segmaUs  proportionnel*  aux  airtt 
des  faces  adjacentes. 

Considérons  le  plan  AED,  qui  divise  en  deux  parties  égalea 
l'angle  dièdre  dont  i'aréle  est  AD.  Il 
s'agit  de  démontrer  que 
BE       ABD 
CE  ""  ACD  * 
Projetons  la  ligure  sur  un  plan  quel- 
-conque,  perpendiculaire  à  AD.  Cette 
droite  a  pour  projection  un  point  I  ;  et 
les  pians  ABD,  AED,  ACD, étant  per- 
pendiculaires au  pian  de  projection,  au- 
ront pour  traces  des  droites  tB',  lË', 
IC  telles,  que  lE'  sera  la  bissectrice  de 
l'angle  formé  par  IB'  et  IC  [G.,  466]. 
En6n  la  droite  BEC  se  pmjellera  suivant  une  droite  B'E'C 


(*)  Tbéorèaie  de  M.  Hia»!  (NomtUt  Comipon 
lome  III,  p,  Ki). 
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Cela  posé,  on  a,  dans  te  iriangleB'IC, 

BB'       IB^. 

CE'  ~  IC  ' 
Mais  il  est  Tacile  de  voir  que  B'E',  CE'  sont  proportionnelles  k 
BE,  CE,  el  que  B'I,  CI  son!  égales,  respectivement,  aux  perpeo- 
diculaires  abaissées  des  poinls  B,  C  sur  AD,  base  commune  des 
triangles  AA'D,  ACD.  La  proportion  précédente  revient  donc  i 
celle  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Pr*hlèa«  1. 

Déterminer  la  hauteur  d'un  tétraèdre  dont  les   aréltt  tant 


Soit  SABC  un  tétraèdre,  dans  lequel  nous  prendrons  ABC 
pour  base,  et  SP  pour  hauteur  cor- 
respondante. Du  point  P,  projection 
du  sommet  S,  abaissons  PD  perpen- 
diculaire sur  BC,  puis  menons  SD  : 
cette  dernière  droite  est  perpendi- 
culaire &  BC  [G.,  43S.]. 

Faisons  tourner  la  Tace  SB  autour 
de  BC,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  se 
rabattre  dans  le  plan  ABC.  Dans  ce  mouvement,  la  droite  DS 
D'à  pas  cessé  d'éire  perpendiculaire  k  BC;  donc,  lorsque  les 
plans  des  deux  faces  coïncideront,  cette  droite  DS  viendra  en 
DS',  sur  le  prolongement  de  PD.  Ainsi,  quand  on  Tait  tourner 
une  des  faces  du  tétraèdre  aulbur  du  cdlécommun  à  cette  face  età 
la  base,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  coïncider  avec  le  plan  de  la  base, 
le  rabattement  du  sommet,  et  le  pied  de  la  hauteur  du  tétraèdre, 
sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation. 

Soit  actuellement,  en  vraie  grandeur,  ABC  la  base  du  tétraèdre, 
et  soient  BCS',  ACS".  ABS'"  les  rabattements  des  trois  autres 
faces.  Nous  aurons 

AS"=AS"',    BS'  =  BS"',    (S'  =  CS''. 
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Si,  di-s  p<iinu  S',  S",  S"',  nous  abaissons  des  perpendiculaires 
sur  les  eôtés  correspondanUf  cei 
trois  droites  se  eonpent  en  un  m^me 
point  P,  projection  du  sommet  in- 
connu. En  outre,  ta  hauteur  SP  est 
lin  cdté  de  ]*ang]e  droit  du  triangle 
APS,  dans  lequel  AS  =-  AS"  est 
l'hypoténuse.  Si  donc  nous  décrivons 
une   demi-circonférence    sur  AS" 
comme  dtaméire;  que,  du  point  A  comme  centre,  nous  iracions 
l'are  PD;  et  que  nous  menions  S"D,  celte  droite  sera  égale  à  la 
hauteur  du  lélraèdre. 

Lorsque  les  aréles  sont  données  en  nombres,  on  peut  calculer, 
d'après  celle  consiruclion,  Feipresuon  de  la  hauteur  du  tétraè- 
dre, ei  ensuiie  déterminer  le  volume  de  ee  corps  ;  mais  celte 
méibode  est  moins  simple  que  hi  suivante  (*). 


Calculer,  m  fonction  des  arêtes,  le  volume  d'un  tétraèdre. 

ABC  éiant  la  faee  prise  p»ur  base,  soit  P  la  projection  du 
sommet  S.  Menons  PD  perpendicu- 
lairs  à  BC,  PE  perpendiculaire  k  CA; 
puis  traçons  les  droites  DE,  AP,  BP, 
CP  :  ces  trois  dernières  lignes  sont 
les  projections  des  arêtes  AS  =  a', 
BS=b',CS:=c'.  De  plus,  les  points 
D,  E  sont,  respectivement,  les  pro- 
jections do  S  sur  CB,  CA  (Prob.  I). 

Désignons  pnr  a,  b,  c  les  càtés  de  la  base;  par  x,  y  tes  dis- 
tances CD,  CE;  |i!ir  z  la  droite  DE. 


(*}  Cominuiiiqufi;  par  H.  J.  Neubei^. 
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2^  SD  est  un  côté  commun  aux  triangles  rectangles  SDC,  SDB  ; 
donc 

c»*  —  X*  «  6'«  —  BÏÏ', 

ou 

c'«  —  6'«  =  (x  -I-  BD)  (x  —  Bb); 


puis  y- à  cause  de  x  + 

BD 

=  a  : 

- 

f  — 

BD>= 

c" 

— fc-* 

•w 

a 

De  même. 

■ 

ï- 

AE« 

6 

Par  conséquent  : 

'-èc- 

c'*- 

-6'»), 

y 

-4< 

3*  Au  moyen  de  ces  valeurs,  réquntion  (1)  devient 

_(a«-|.6«— c«)(a'^c'«— 6'»)(6«-4.V*— a'»).     .    .    (3) 

i''  A  désignant  la  hauteur  SP,  on  a 

A*  =  c'«  -  CP'. 

Mais  CP  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  CDE; 
donc  [G.,  283] ,  T'  étant  Taire  de  ce  triangle, 

xyz==»î2CP.T\ 

De  plus,  si  nous  désignons  par.  T  Taire  de  ABC, 

1  =  5^ 
T       ab 


C)  Pour  ôlablir  celle  cgalile  (1),  il  sufiil  dévaluer  DE,  AB,  dans/les 
triangles  CED,  CAB. 
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En  conséquence  : 

et,  par  Téquation  (3)  : 

i  6Vh*  =.  I  erre'* — 6V  -♦-  C* — ty — a»  (6»  +  e" — a")» 

— (o*-!-*'— («•)(a»-i-c'*— 6'»)(6^-^c'*— o'»).    .    .    (4) 

b'  V  étant  le  volume  du  tétraèdre,  i6  T'A*  =  \UVK  De 
plus  [G.,  288], 

1 61*= — «»  +  2  (o*  •♦-  *«)c»—  (o» — by. 

La  formule  cherchée  est  donc 

[-«•+2(o'-*-6»)c'-(o»-6^*]c'»-6»(o»-Hj'»-ft'*)»-a«(6*-H!'*-a'»)*  \  (5) 
^.{a»H-6»— <f)  (o»-i-e»—6'*)  (6» -♦-€'*— a*»). 

6*  Pour  la  simplifier,  mettons  le  second  membre  sous  la  forme 

Aa»a'»  ■*-  Wb"*  -*■  Cc»c'*  -f-  D. 

Il  est  visible  que  : 

A  =  -a'»+2(6»-.-0-(o'+c'»— 6'*)-(o»-f-ft'-c^ 
= 6» + c» — o»  H- 6'»  H- c"*— a"». 

B  =  —  6*» -+- 2  (a*  +  O — (o* -h  6* — c^  -  (6* + c-»— o"^  +  6» 
=c»  H-  o»— 5«  +  c'*-4-  o'»— 6**, 

C  =  —  c* -I- 2  (a» -»- &•)  -  o» — c*»  H- é*» — 6*  •*- o** 
=,  o»  +  6* — c» -I- o"» -4- ô*» — c"», 

D = _  (o»-  6Vc'»—  6»  (o*-i-  c'*)«-o'(6V  ey+  oV  (oV  6»-  <^ 
•*-  (o»-4-  &')V»-<-  lo»-»-  6^c'*—  o*6'»c'*— dV'a"— «•a'*" 


(*)  Cette  relation  résulte,  plus  simplement,  de  ces  deux-cî  : 

sssCPsinC,  Ts^aôsina 
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7*  On  a  donc,  finalement» 

— (aVc*+a%'V«H-6*c'*a'*H-c'a'*'«) (A) 

Vérifications.  —  I.  Si  le  tétraèdre  est  régulier^  le  second  mem- 
bre se  réduit  à  2a*.  Conséquemment , 

42 
ce  qui  est  exact  [6.»  p.  276]. 

IL  Supposons  que  Tangle  trièdre  S  soit  trirectangle.  Alors  : 
a««6'*-i-c^     fi»=c^-^a'«,     c««o'«^6'«. 

Quand  il  en  est  ainsi»  le  tétraèdre  est  ^  du  parallélipipède  rect- 
angle ayant  a\  b\  d  pour  arêtes;  donc 

V— iaVc'. 
6 

Remplaçant  V  par  cette  valeur,  on  trouve  IHdefUilé 

— 6V(6'«-*.  c'«)— e'*a'*(c'»-i-  a'»)  —  a%'*  (a"-^  b'*)  =4a'%V, 

OU 

—  (6'«  H-  O  (c'«  -4-  a'«)  (a'»  -^  6'«)  -*-  Î2a  Vc'*=0,  i 

III.  Si  le  sommet  S  vient  coïncider  avec  sa  projection  P,  les 
arêtes  a',  b\  c'  sont  confondues  avec  AP,  BP,  CP.  Posant  V=0, 
on  a  donc  la  relation  entre  les  distances  mutuelles  de  quatre  points 
situés  dans  un  même  plan;  savoir 

—  (aVc»-^aW*^6VV*-*-c*a'«O  =  0.    .    .    .    (B) 

IV.  Considérons  »  enfin ,  le  cas  où  les  arêtes  a',  b\  c\  aboutis- 

23 
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nnl  au  sommet  S>  ont  une  même  longueur  /.  La  formule  (A) 
donne 

Soit  T  Taire  de  la  base  ABC  :  la  quantité  entre  parenthèses  égale 

16T*;done 

U4V«=l6rP-aVc«. <C) 

Pour  vériflcr  ce  résultat»  il  suffit  d^observer  que,  R  étant  le 
rnyon  du  cerde  circonscrit  à  la  base,  e(  A  la  hauteur,  on  a 

a6c  =  4RT,    *•  =  /«  — R*. 

En  effet,  Tégalité  (C)  se  réduit  à 

9V*  =  rA*; 


d'où 


Remarque.  La  figure  ABCP  peut  être  considérée  comme  un 
quadrilatère  APBC,  dont  AB  et  CP  seraient  les  diagonales.  Con- 
séqueroment^  la  relation  (B).f)  ne  doit  pas  différer  de  celle  qui 
existe  entre  les  oôtéset  les  diagonales  d*un  quadrilatère  simple. 
Si,  en  effet,  pour  plus  de  régularité,  on  fait  les  changements 
suivants  dans  la  notation  précédente  : 

AP-=:o'=a.     PB=5'=6,     BC«>a=c,     CA=&=ii, 

Ah^e=x^    CP=c'=y, 
régalilé  (B)  devient 

((P-»-ai«-c»^.  6«-*-y*— rf)c«o»4- (a:*-^c»— (P-4.^-*- o^—ô»)!!*» 

«. 
ou 

^.(a*— 6*)(c— <f)y*-H(a*— 6Vc«-cO(6V-oV)=0;  .    (D) 
relation  connue  (**). 


{*)  Elle  a  été  donnée  par  Carkot  {Géométrie  de  posilùm,  p.  S88}. 
(**}  Manuel  de  Trigonométrie,  p.  179. 
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Pr^Mème  III. 

Couper  un  tétraèdre  ABC  par  un  plan  P,  parallèle  aux  aréiee' 
opposèee  AC,  BD,  de  manière  que  la  section  EFGH  soit  nuiocimun^- 

Le  pbn  P,  étant  parallèle  à  BD,  doit  couper  les  faces  ABD»  CED 

suivant  des  parallèles  à  cette  arête  [6.,^ 
443].  De  même,  il  coupe  les  deux  autres 
faces  du  tétraèdre  suivant  des  parallèles  à' 
TaréleACLe  quadrilatère  EFGH  est  donc' 
un  parallélogramme,  dans  lequel  Tangle 
HGF  est  égal  à  fangle  des  arêtes  AC,  BD. 
Conséquemmeni,ce  parallélogramme 
sera  maximum  en  même  temps  que  le 
rectangle  construit  sur  les  deux  côtés  HG,  GF. 

Or,  à  cause  des  parallèles  : 


doù 


BG  GC 

HG-AC^^.     GF  =  BD.-; 


HG.GF«^^^^BG.GC 
BC 


Dans  le  second  membre,  tout  est  constant,  à  Texception  des 
segments  BG,  GC  de  Taréte  BC.  D'après  un  théorème  connu,  fe 
rectangle  de  ces  segments  est  le  plus  grand  possible  quand  ils 
sont  égaux,  c'est-à-dire  quand  le  point  G  est  le  milieu  de  BC. 

Il  faut  donc,  pour  résoudre  le  problème,  mener  le  plan  P,  de 
manière  quHl  soit' également  distant  des  arêtes  opposées  AC,  BD. 

Remarque.      £F  -^  FG  -»-  GH  h-  IIE  »»  AC  -i-  ED. 


Problème  !▼. 

Par  les  milieux  Ë,  F  de  deux  arêtes  (^posées  d*un  tétraèdre 
ABCD,  on  fait  passer  une  infinité  de  plans.  Quel  est  celui  qui 
détermine  la  section  la  plus  petite  en  surface? 
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Soit  EGFH  le  quadrilatère  déterminé  par  l'un  quelconque  des 
plans  sécants.  Menons  la  diagonale  EP; 
puis  abaissons,  des  sommets  G,  H,  les 
perpendiculaires  GG',  HH'  sur  FË. 
Le  quadrilatère  a  pour  mesure'  ' 

iEF.(GG  -t-HH). 
Si  le  plan  sécant  tourne  autour  de  EF, 
le  Tacteur  GG'  -i-  HH'  varie,  l'autre  étant 
constant.  Il  suit  de  là  que  le  quadrilatère  EGFH  sera  minimum 
en  même  temps  que  la  somme  des  perpendiculaires  GG',  HH'. 

Par  la  droite  EF  menons  un  plan  P,  parallèle  aux  arêtes  AC, 
BD  (Prob.  III).  Généralement,  les  droites  GG',  HH',  parallèles 
entre  elles,  sont  obliques  à  ce  plan  ;  de  plus,  elle  sont  égales, 
parce  que  le  plan  P  est  également  distant  des  arêtes  AC,  BD. 
Leur  somme  est  donc  un  minimum  quand  elles  sont  perpen- 
diculaires au  plan.  Alors  GG'  est  la  commune  perpendiculaire 
aux  droites  BD,  EF  [G.,  48S]  ;  HH'  est  la  commune  perpendicu- 
laire aux  droites  EF,  AC  ;  et  le  plan  EGFH  devient  perpendi- 
culaire à  P. 

Ainsi,  pour  résoudre  le  pivïblème  proposé  : 

Faites  poster,  par  la  droite  EF,  un  plan  P,  parallèle  aux 
arêtes  AC,  BD;  par  celte  même  droite,  menez  an  plan  P'perpen- 
dieulaire  au  premier  :  il  détermine  la  section  minimum. 


Étant  donnée  une  pyramide  SABCD ,  dont  la  base  est  un  pa- 
rallélogramme, on  propose  de  la  partager  en  deux  parties  êqm- 
vaienies,  au  moyen  d'un  plan  ABCF,  passant  par  un  des  côtés 
de  la  base  (*). 

Menons  le  plan  SBD  :  il  décompose,  en  deux  tétraèdres,  eha- 


(*)  Démon slration  communiquée  par  H.  Neuberg. 
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eune  des  pyramides  SABCD,  SABEF.  D'après  un  théorème 
connu  :  , 

sabf    sp    sbef     se  sf 
sâbd~sd'  sbcd^sc'sd" 

L'intersection  EF  des  plans 
ABEF.  CDËF,  est  parallèle  k 
AB  et  CD;  donc 

SE    SP       /SP\» 
se  '  SD  ""  IsdJ  ' 


De  plus, 


vol.  SBCD  =  vol.  SABD  »  -  V  ; 


V  étant  le  volume  de  la  pyramide  donnée.  En  conséquence, 

S*„P.SB.-iv[|.(ï)'], 
OU 


SF'  =  SD.DF. 

Cette  égaillé  prouve  que  U  plan  cherdié  diviae,  en  moyenne  et 
txtrème  ration,  cAocune  des  aritet  SD ,  SC. 


Étant  donné  un  paralléltpipède  dont  toute»  le»  face»  »onl  de* 
totange»  égaux,  on  demande  le  volume  de  ce  polyé^e,  en  fonction 
de»  diagonales  de»  face». 

Ce  parallélipipède,  dont  te  cube  est  un  cas  particulier,  port^ 
en  Criitallographie,  le  nom  de  rhon^èdre,  parce  que  le  losange 
est  aussi  appelé  rAomfo. 
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Imag'nons  qu'au  somnu-t  A  du  rhomboèdre  se  réuiiisseDltroit 
angles  plans  égaux  BAD,  DAE, 
EAB;  et,  pour  fixer  les  idées, 
supposons-les  obtus.  Alors,  si 
nous  menons  BD,  DE,  EB,  ces 
droites  seront  tes  grandes  diago- 
nales des  faces  AC,  AH,  AF;  de 
plus,  elles  seront  égales  entre 
elles,  puisque  ces  faces  wnt  des 
losanges  égaux. 
Par  ce!)  droites,  faisons  passer  un  plan  BDE;  nous  obtien- 
drons un  tétraèdre  ABDE,  équivalent  au  sixième  du  rhom- 
boèdre. 

En  elfi't,  ce  tétraèdre  est  équivalent  1  la  moitié  de  la  pyramide 
quadrangulaire  ayant  pour  base  ABCD  et  pour  sommet  le  point 
B;  et  cette  pyramide  est  le  tiers  du  rhomboèdre. 

Nommons  g  la  grande  diagonale  DE,  p  la  petite  diaginale 
AH  :  nous  aurons 


AB=AD=AE=--i^'  +  p'- 


Par  suite,  cl  d'après  la  formule  (A)  trouvée  ci-dessus  (Proh.  Il), 
le  volume  du  tétraèdre  est 


Le  volume  du  rhomboèdre  est  donc 


V  =  -9'ï/3p'-ff'. 


Remarque!.  —  I.  Le  rhomboèdre  que  nous  venons  de  consi- 
dérer est  appelé  rAont^oèdre  obtus.  Il  est  facile  de  voir  qu  avi-c 
les  mêmes  faces  on  peut  former  un  autre  rhomboèdre,  dan* 
lequel  les  trois  angles  plans  égaux,  qui  se  réunissent  en  un 
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même  sommet,  sont  aigus.  Le  volunie  de  ce  rhomboèdre  aigu 
«8t»  d'après  la  formule  précédente,  en  permutant  les  lettres» 

II.  Le  premier  rhomboèdre  est  toujours  plus  petit  que  le 
second»  excepté  quand  p=9r;  alors  les  deux  polyèdres  se  trans- 
forment en  deux  cubes  égaux. 

in.  V  deviendrait  imaginaire  si  Ton  avait  5p^  =»$[*;  donc  k 
rhomboèdre  obtus  est  impossible  si  le  rapport  de  la  grande  diagoc 

nale  à  la  petite  surpasse  \/3. 


Étant  donné  un  dodécaèdre  dont  toutes  les  faces  sont  des 
losanges  égaux;  exprimer,  en  fonction  de  l'arête,  le  volume  de  ce 
polyèdre. 

Ce  polyèdre  ABC.P^  que  Ton  rencontre  dans  la  nature»  est 
appelé  dodécaèdre  rhombotdaL 

Imaginons  que  trois  angles  obtus»  égaux  entre  eux»  se  réunis- 
sent par  leur  sommet  commun  6»  de  ma^ 
nière  à  former  un  angle  trièdre. 

Par  le  point  G»  menons»  &  Tintérieur 
de  cet  angle»  une  droite  GS»  également 
inclinée  sur  les  arêtes.  Prenons  GA^^GB 
e=QC  =  GS;  achevons  les  losanges  Gl» 
GK»  GL;  puis»  par  les  sommets  A»  I»  B» 
K»  C»L»  menons  des  droites  égales  et 
parallèles  à  AS  :  les  extrémités  de  ees  lignes  seront  les  sommets 
d  une  ligne  brisée  DMENFP»  égale  à  AIBKCL.  Enfin»  concevons 
que  les  plans  PDM»  M  EN»  NFB  viennent  se  couper  en  un  point 
H»  opposé  au  sommet  G  :  le  polyèdre  GH  sera  un  dodécaèdre» 
décomposé  en  quatre  parallélipipèdes.  Si  Tangle  obtus  AGB  ^ 


éié  CMncaaUeaeM  Aom,  ces  fmnëSfifiàts  Knal,  eamms 
le  pohêdre  GH  «a  le  i»i\tm!*t    li    li~l  f  ^H  s'^iswi  de 


Afio  de  drlenniDcr  Tao^  AGB,  m  k  lom^e  AGBl.  obser^ 
loas  <pe,  d'jprês  b  eaottmclîoa  prëeédcaie,  les  Uni  uiglei 
Aêdra  ajant  pour  arte  tomtmmte  GS  nol  Jgiai  eolre  cm; 
doue  duoiD  d'eux  Taol  les  *  d'un  angle  diëdre  droit. 

Cet»  étant,  Eûmos  passo-  nn  pba  suinnt  les  sommets  A,  B,  M; 

IDOos  dhacheroiis,  da  dodécaèdre,  le  lélnèdre 
ABU,  dans  lequel  ehaean  des  angles  dièdres 
AI,  Bl.  Ml  ett  égale  â  ^.  Abaissons  du  som- 
met I ,  la  perpeodîetdaire  10  sur  le  plan  do 
triangle  éqoilaléral  ABH.  Abaissons  aussi,  des 
poiais  B.  H,  les  droites  BT.  HT,  perpendiev- 
hires  i  i'arëte  Al  :  dies  se  eoopem  eo  on  même  point  T,  paree 
que  les  triangle*  AIB,  AIM  bihii  ^ox.  Comme  Pangle  de  ees 
droiiei  mesure  l'angle  dièdre  Al,  nous  aurons 


«-©="•*• 


n  sait  de  Ut  que  les  triangles  îsoseéles  BTIf ,  AOB  sont  égaux  : 
dooe,  par  une  propriété  connue, 

BT_BO=:îi. 

vs 

Enfin ,  >i  nous  abaissons  lU  perpendicubire  sur  AH,  les  trian- 
|let  AID,  AMT  donneol 

A»  "ht" 

Représentons  par  g  la  grande  diagonale  AB  de  la  face  AGBI, 
par  p  la  petite;  nous  aurons  : 

IU=ip. 
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et  la  proportion  devient 


d^où  résulte 


P 


Ainsiy  dans  le  dodécaèdre  rhomboïdal^  les  diagonales  de  chaque 
face  sont  entre  elles  comme  V^  est  à  f . 

Conséquemment»  si  Ton  désigne  par  a  Taréte  du  rhomboèdre, 
puis 

La  formule  trouvée  dans  le  Problème  VI  donne  donc,  pour 
le  volume  d'im  des  quatre  rhomboèdres, 


4   9  V  5  9 

Multipliant  cette  quantité  par  4,  on  a  définitivement  le  volume 
cherché  : 

«f 


rroklèMC  ▼III. 

On  prendf  sur  les  arêtes  d'un  cube,  à  partir  des  sommets,  les 
distances  El,  EK,  EL,  AM,..«,  égales  entre  elles  (fig.  A).  On  mène 
les  plans  A  IF,  HLF,  AKH,  •••,  lesquels  déterminent  un  polyèdre 
ayant  pour  faces  vingt-quatre  quadrilatères  égaux.  On  demande 
d^évaluer  la  surface  et  le  volume  de  ce  corps. 

Ce  polyèdre  appartient,  comme  le  rhomboèdre  et  le  dodé- 


tm4rt.  Il  rM  rrprôitMé  da»  b  fi]t.  B. 


Lrn  f>ré  faiTs  du  robe  *onc  srioées  de  b  roème  manière  k 
ré^rd  du  rentre  O.  Par  «Miséquent,  les  TÎngt-qaalrr  bee»  dn 
trapézoédre  som  égales  entre  elk«  et  ^alrtnrnt  distantes  de  rr 
po'nt;  et  le»  pyramides  ayaDl  pour  bases  les  faces  rt  ponr  som- 
met commun  le  centre,  sont  égales  entre  dlm.  Il  suffit  donc 
d'ét'sluer  h  base  de  l'une  d'elles,  ainsi  que  leur  hauteur  eotn- 
mune. 

Prenons  ft  pan  (llg.  C)  le  lélraèdre  AlPO,  qui  a  pour  base  la 
p;    f.  section  AIF  faite  dans  le  cube  par  l'un  des  piano 

limitant  le  trapézoédre.  Désignons  par  a  Taréte  du 
cube,  cl  par  6  la  distance  constante  lE  (fig.  A), 
laiiuelle  est  supposée  moindre  que  \  a.  Nous  au- 
rons, ainsi  qu'il  est  facile  de  le  voir  : 

AV  =  aV'i,     IA  =  IF  =  >^o'  +  i', 


-Vli- 


•^i  -  Lt. 


'l'-V/i"'— '*' 
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SoitN  (fig.C)Ie  milieu  deAF;  menons  IN;  abaissons  OP  per- 
pendiculaire sur  celle  droite  :  OP  sera  la  hauteur  commune  de 
DOS  pjramjdes.  Abaissons  encore  IQ  )>erpendiculaire  à  ON.  Nous 
aurons,  dans  le  triangle  OIN, 

»-< 

Or,  dnns  1»  ligiirc  A,  ON  est  parallèle  à  DE;  donc 

m_lEB_l.i/5. 


D'ailleurs, 


0>'  — -a,    1» 


V/..'.- 


Si  nous  menons  IL  et  AH,  nous  aurons 
\R       IL        lE 


a-*-b 
Considérons  mainicnant  le  triangle  isoscéle  AIF  (fig.  D),  dans 
fiait,-  'P  plBD  duquel  est  siluce  une  fara  du 


Irapézoédrc.  Le  plan  HLF  (Og.  A) 
coupeAIF suivant  In  droite  RF (fig. D); 
et,  si  nous  prenons  I1V  =  IR,  la  droite 
HR'  représentera  l'Inlerseclion  des 
plans  AIF,  HKA  ((ig.  A).  De  pins,  le 
plan  passant  par  les  points  B,H,E 
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coupe  le  plan  A  IF  suivant  une  droite  contenant  N|  et  parallèle 
i  IF.  Si  donc,  par  le  point  N  (fig.  D),  nous  menons  NF'  parallèle 
i  FI,  et  NA'  parallèle  à  AI,  le  quadrilatère  NSUT  est,  en  vraie 
grandeur.  Tune  des  faces  du  trapézoèdre. 
Afin  de  mesurer  ce  quadrilatère,  posons,  pour  abréger, 

AF  =  2>,    AI=>p,    NI  =  &,    IR  =  r. 

Nous  aurons,  en  menant  NX  parallèle  à  FR, 


d*où 


DI 
ÏN° 

m 

IX 

r 

|(P-r) 

«r 

Les  quadrilatères  IRUR',  NTUS  sont  semblables;  donc 

NTDS  —  IRDR'  (^)*. 
Or,  IRUR'  a  pour  mesure 


i  P  +  y      p      (P  +  r)p' 

eoDséquemment 

NTOS= J^.  (êZIl)  =l^ir^ 

(p-»-r)p   \  âr  /     ap  p+r 

F  étant  Paire  d'une  face. 
Mais 


=  F, 


donc 


1  a? 


''=17 — îâ; — TrWVTi?. 
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EdSd,  si  nous  muttiplions  celle  quantité  par 
24    i         a* 


nous  aurons,  V  éunt  le  vohime  cherché, 


(o -1-6)  {0-1-26) 


Dan»  une  pyramide  (juadrangulaire  SABCD,  qui  a  pour  base 
tm  trapèze  ABGD,  on  donne  :  !•  la  face  SAB;  2*  ka  directions 
itei  arêtes  parallélei  AD,  BC;  Z'  les  angles  de  la  face  SCD;  et 
l'on  propose  de  construire  la  pyramide. 

Du  sommet  S,  abaissons  SP  perpendiculaire  au  plan  de  la 
base,  lequel  est  connu  de  posi- 
tion. Abaissons  ensuite  PQ  per< 
pendiculaire  au  câté  inconnu  CD, 
et  menons  SQ  :  cette  droite  sera 
la  hauteur  de  la  face  SCD,  don- 
née d'espèce,  mais  non  de  gran- 
deur. 
Le  rapport  des  segments  CQ,  DQ  est  donné;  si  donc  nous 
divisons  le  cdté  AB,  au  point  E,  dans  ce  même  rapport,  le  point 
Q  sera  situé  sur  EE'  parallèle  à  BC. 

D'un  autre  cAté,  le  rapport  ^  est  connu;  donc  si  nous  sup- 
posons QB<=QS,  le  point  R  sera  situé  sur  une  parallèle  FP'  à 
BC,  passant  en  un  point  F  déterminé  par  la  proportion 

SQ      EP 

cq""bb* 

Menons  PB  cl  RS  ;  nous  aurons 


ii?«SP-*-PR^— sr-»-Piï^-i-ÔR^==.  2QB*; 
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d'où  _  _ 

QR*  — PQ'-eSP*. 

Ainsi,  dans  te  tri&ngle  PQR,  rectangle  en  Q,  la  différence  dei 
carrés  construits  sur  les  cAiés  de  l'angle  droit  est  connue.  La 
construction  de  la  pyramide  est  donc  ramenée  è  ce  problëiiie  de 
Géométrie  plane  : 

Déterminer  un  triatigU  rtcUatgU  IH^,donr  un  «ommet  P  at 
donné,  dont  lei  autres  tommea  Q,  R  vont  «anse  «v  deux  paral- 
lilet  dotmée*  EË',  PF',  et  dont  lequel  ta  differtm*  dct  ctttréi 
cmutruiU  sur  tes  calés  PQ,  QR  de  l'ioigle  droit,  égale  un  earri 
donné  mK 

Pour  résoudre  ce  problème,  abaissons  PP',  RR'  perpendicu- 
laires à  ËE'.  Nous  aurons  d'abord 

d'où 
m*  —  (jff*  —  Ï^q' H- RR^*  —  pp. 
Les  longueurs  PP',  RR'  sont  connues;  donc  cette  équation 
devieol  _^ 

QR'  — Fq*  — a*, 

a  étant  une  droite  donnée. 

En  second  lieu,  les  triangles  PP'Q,  QR'R  sont  semblables, 
comme  ayant  les  calés  perpendiculaires;  ainsi 

QR' ,  P'Q  =  PP' .  RR'. 

I^  rectangle  des  segments  QR'  P'Q  étant  connu,  ainsi  que  la 
différence  de  leurs  carrés,  le  problème  ne  présente  plus  sucoDe 
difficulté. 


Couper  par  un  plan  un  prisme  triangulaire  donne,  de  mantèrî 
que  la  section  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 
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On  peut  toujuurs  supposer  que  la  seciion  paase  par  un  sommet 
de  ta  base  du  prisme  ;  alors  elle  retranche  du  prisme  une  pyra- 
mide ayant  pour  base  un  trapèze ,  et  l'on  est  ramené  au  problème 
précédeiii. 

Remarque.  Celle  solution ,  remarquable  par  la  simplicité,  est 
due  k  Simon  Lhuilier.  En  la  modiSanl  légèrement,  on  peut  l'ap- 
pliquer è  cet  autre  problème  : 

Projeter  tm  triangle  tur  un  plan  dotmé,  de  manière  que  la  pro- 
jection toit  ttmblable  à  un  triangle  donné. 


Couper,  par  im  plan,  un  tétraèdre  régulier,  de  manière  que  ta 
section  soit  un  carré. 

D'après  le  Problème  III ,  si  le  plan  est  parallèle  ft  deux  arèies 
opposées  AB,CD,  et  également  distant 
de  chacune,  la  section  est  un  losange. 
Mais,  lé  tétraèdre  étant  régulii-r,  les 
arêtes  opposées  sont  perpendiculaires 
entre  elles;  donc  le  losange  est  rectan- 
gulaire. 

En  résumé,  le  carré  demandé  a 
pour  sommets  les  milieux  E,  F,  G,  If 

des  arèies  AD,  BD,  AC,  BC  formant  le  quadrilatère  gauche 

ADBCA. 

rr«fcl*Ma  SU. 

Couper  un  cube  par  un  plan,  de  manière  que  la  section  soit  un 
hexagone  régulivr. 

Prenons  les  milieux  M,N,  P,  Q,  R,  S  de  six  arêtes  consécu- 
tives du  cube  :  ces  six  points  sont  les  sommets  d'un  hexagone 
régulier  satisfaisant  à  la  question. 
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D'nbord,  le  polygooe  MNPQRS  est  plan.  Ea  effet,  les  oAlés 
HS,  NP,  prolongés,  rencoatreiu 
CD  un  même  point  I  le  proloD- 
gemcnt  de  l'arite  FB.  Dodc  ces 
deux  c6tés,  et  par  suite  tous  lei 
côtés,  sont  situés  dans  un  même 
plan,  parallèle  &  celui  qui  COD- 
tiendrait  les  sommets  B,  E,  G 
du  cube. 

En  second  lieu,  l'hexagone  est 
équilatéral  :  car  le  dtté  HS,  par 
exemple,  est  égal  i  la  demi-dia- 
gonale de  la  face  ABFE. 
Enfin ,  chacun  des  angles  de  l'hexagone  HNPQRS  est  égal  à  } 

d'angle  droit.  En  effet,  l'angle  SMN  est  le  supplément  de  IHN. 

Or  le  triangle  IMN  est  équilatéral  ;  donc,  etc. 

Remarquei.  —  I.  L'hexagone  régulier  MNPQRS  est  isopéri- 
métre  avec  le  triangle  équilatéral  BEG.  Il  est  fecile  de  recon- 
naître que  la  même  propriété  subsisterait  pour  tous  les  hexa- 
gones déterminés  par  des  plans  parallèles  à  BEG. 

II.  On  sait  (Th.  XVI,  liv.  IV)  que,  parmi  tous  les  polygones 
isopérinièlres  et  d'an  même  nombre  de  côtés,  le  maximum  est  le 
polygone  régulier;  donc,  d'après  la  remarque  précédente,  rhtxa- 
gone  régulier  MNPQKS  est  plus  grand  que  tous  les  hexogonet 
résultant  de  la  section  du  cube  par  des  pltms  parallèlet  à  BEF. 

III.  Nous  engageons  le  lecteur  à  essayer  la  résolution  de  ce 
problètne  général  :  Quelles  sont  les  figures  résultant  de  la  lectùm 
d'un  cube  par  un  plan? 


Partager  un  tronc  de  pyramide  en  parties  proportionnelles  à 
des  nombres  donnés,  par  des  plant  parallèles  aux  bases. 
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Ce  problème  n'est  pas  susceptible  d'une  solution  graphique, 
fondée  seulement  sur  l'emploi  de  la  règle  et  du  compas.  Nous 
allons  donc  chercher  les  expressions  algébriques  des  difiérents 
segments  de  la  hauteur  du  tronc  :  elles  permettront,  dans  chaque 
cas  particulier,  de  calculer  les  valeurs  numériqties  de  ces  lignes. 

Soient  B,  6,  H  les  deux  bases  et  la  hauteur  du  tronc. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  polyèdre  doive  être 
partagé  en  quatre  parties,  proportionnelles  à  m,  n,  j9,  9  ;  et  soient 
^f  t/y  2>  ^  l^s  hauteurs  de  ces  segments. 

Prolongeons  les  faces  latérales  du  tronc,  de  manière  à  recon- 
struire les  deux  pyramides  dont  il  est  la  différence.  Soit  h  la 
hauteur  inconnue  de  la  petite  pyramide;  alors  H  -f-  A  est  la  hau*- 
leur  de  la  grande. 

.  Nommons  B',  B'^  B'^'  les  aires  des  sections  faites  dans  le  tronc, 
par  les  plans  parallèles  aux  bases  ;  nous  aurons  [ff .,  51 5]  : 

B  B'  B" 


(H-t-A)V    (H^A— ar)*      (H-t-A  — x  — y)» 
BT 6 

En  comparant  chacun  des  segments  au  tronc  total,  nous 
trouvons  : 

(B -f- B^  ■♦- V/bF)x      m 
(B-*-6-*-1/B6)H  ~^' 


(B-^6-t.|/B6)H         « 

(B"  -♦-  B"'  -h  [/W^)z  _  p 
(B^6  4-i/B6)        ~« 


(B^6-f-i^B6)H         « 
$  étant  la  somme  des  quantités  m,  n,  p,  9. 
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Les  premières  proportions  donnent,  aisément, 
l/B-1^6    l^-|/ff     I/B'-I/F    I/'F-I/B'"     V/B'"-|/6 


H 
d*où 


V/B  — l/fi'  l/B'— ï/F 

»/B  -V/6  ^      l/B  -WT 

V/F— I/b^  VW'—Vb 


l/B  —  V/6  V^^Vb 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  autres  proportions»  on 
trouve  : 

B»/B  — B'V/b^      m 
BKB  — fcl/r""*' 

B'I/y  —  B'^j/F       n 
Bl/B  — 61/6     ""«^' 

B"\/F' —  B"'V/B^  _  p 
BV^B— 6V/6      ~^' 

BV/B-61/6    ~« 
On  déduit,  de  la  dernière  égalité, 

B»^' V/ B^  =  6  V/6 -H  ^  (B  V/b — 6 1/6)  ; 

s 

puis,  par  des  substitutions  successives  : 

B"  V/F  =  61/ 6 -^  ^-^  (Bl/B  -  61/6), 

s 

BVF.=  6l/6-4-''"*"P"*"^(Bt/B-6V/6). 
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Dans  chacune  de  ces  nouvelles  équations,  formons  les  carrés 
des  deux  membres,  et  extrayons  -la  racine  cubique,  départ  ef 
d'autre  ;  nous  obtiendrons 


puis 


B"'=  y  [t  1/6  +  J  (B l/ÏÏ  -  6 V/6)T . 

B"  =  \^  [fc  1/6  ^  P^(B V/b  - 6V/6) T. 

B'  =  \/[6l/6  +  l:îl^(Bl/B-6l/6)J; 

1/b^=  y  6 1/ 6 -H i (B V/b  —  61/6), 
V/F  =  y  6  V^  6 -«- ?^îl? (B  ^/B  -  6  >^6) , 

t 

II  ne  reste  plus  qu'à  faire  de  simples  substitutions  pour  obtenir 
les  valeurs  définitives  de  x,  y  z^  t.  Ce  dernier  calcul  ne  présente 
aucune  difliculté. 


Prablèaie  XIT. 

Étant  donné  un  prisme  dont  les  bases  sont  des  hexagones  régu- 
liers ABCDEF,  A'B'C'D'ET',  et  dont  l'axe  est  00',  on  construit 
les  tétraèdres  O'ACE,  OA'C'E';  et  l'on  demande: 

i  ^  Quelle  est  la  forme  de  la  partie  commune  aux  deux  tétraèdres  ; 

2*  Quel  est  le  rapport  entre  cette  partie  commune  et  le  prisme? 

{^  L'axe  00'  est  égal  et  parallèle  aux  arêtes  latérales  du 
prisme.  Donc  les  droites  OA',  O'A  se  coupent  en  leur  milieu 
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commun  M.  De  même  pour  OC,  O'C,  ci  eneure  pour  OË',  O'E. 
Conséqucmment ,  la  partie 
commune  aux  ûeux  tétraèdres 
se  compose  du  l'hexaèdre  à 
faces  triangulaires  OMNPO'. 
Cet  hexaèdre  esl  composé, 
lui-même,  de  deux  tétraèdres 
égaux,  MNPO,MNPO',  dont 
la  base  commune  est  le  irian* 
gle  cquilalérai  MNP. 

2°  Le  tétraèdre  O'MNP  esl 
l  du  tétraèdre  O'ACË.  Celui- 
ci  est  î  du  prisme  triangulaire 
ACEA'C'E',  ou  \  du  prisme 
hesDgonal  donné  (*). 


vol.  HNPO'^—  vol.  prisme  hexaguttal. 


vol.  OBDÏPO*  =  —  vol.  prisme  btxagotuU. 


PrabUne  XV. 

Êtaiil  donné  un  prisme  droit,  dont  les  bases  sont  des  hexagmet 
réguliers  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F',  et  dont  l'axe  est  00',  m  con- 
struit les  tétraèdres  O'ACE,  OB'D'F'  ;  et  l'on  demande  : 

1*  Quelle  esl  la  forme  de  la  partie  commune  aux  deux  tétraè- 
dres; 

3*  Qu^  est  le  rapport  entre  cette  partie  commune  et  le 
prisme  (")  ? 


(')  En  effet,  le  triangle  équilatéral  ACE  est  la  moitié  de  rbeugone 
ABCDEF. 
(")  Concours  séoéral,  187tl.  dtast  àe  PhUotopkiê. 
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1*  I  étant  le  milieu  de  00',  ou  le  centre  du  prisme,  il  est 
visible  que  les  triangles  ACO', 
D'F'O  sont  symétriques  relati- 
vement 1  ce  centre  ;  donc  les 
plans  de  ces  triangles  sont  pa- 
rallèles. De  même  pour  les 
plans  CED'  et  E'C'O,  EAC  et 
A'E'O.  Donc  la  partie  com- 
mune aux  deux  tétraèdres,  ou 
le  noyau  (*),  est  un  parallè- 
lipipède. 

Un  sommet  de  cette  figure 
est  l'iniersection  de  O'C  avec  la 
face  OB'D';  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  l'intersection  M' des 

droites  O'C,  OG  ;  G  étant  le  milieu  commun  de  B'D',  OC. 
(yc  étant  la  moitié  de  OC,  Taréie  O'M'  du  noyau  est  i  de  O'C. 

Semblablcmeni, 

0'N'=4o'A,    0'P'=-0'B, 


Les  Taces  du  noyau  sont  donc  les  trois  losanget  O'M'PN', 
O'N'MP',  O'P'NM',  et  les  trois  losanges  OMP'N,  ONM'P, 
OPN'M,  symétriques  des  premiers,  relativement  au  centre  I;  et 
le  noyau  est  im  rhomboèdre  (Prob.  VI).  j 

â*  Le  rhomboèdre  équivaut  à  six  fois  le  tétraèdre  O'M'N'P', 
qui  peut  être  considéré  comme  ayant  pour  base  O'M'N'  et  pour 
sommet  P'.  D'uprès  la  remarque  précédente: 

vol.  O'P'M'N'  =  —  vol.  O'ACE. 
37 

A  son  tour,  le  tétraèdre  D'ACE  est^  du  prisme  ayant  pour 
(')  Cette  di!Doi>)inalioD,empriiDlde  a  la  Cristallographie,  ttbrcgc  le  diicoars< 
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base  le  triangle  ACE,  ou  ^  du  prisme  donné.  Ainsi 


ou,  enfin. 


i     \ 

vol.  rhomboèdre  ss  6 .  —  •  -  vol.  priême; 

â7    6 


vol.  rhomboèdre  «=  ^  vol.  prisme. 


Remarque.  Soient 

AB  =  c,    00'==/i,    M'N'  =  p,    0'P  =  jf, 
On  a 


done,  par  la  formule  connue  (Prob.  VI,  Rem.  I)  : 


ou 

i 


cVk 


Mais  le  volume  du  prisme  donné  est 


donc 


2 

« 

\ 

1 

V 

2 

47' 

etc. 


Pr«MèBic  XVI, 


Svr  les  côtés  d'un  hexagone  régulier  ABCDEP,  on  élève  six 
plansj  perpendiculaires  à  celui  de  cette  figure.  On  prend  les  arêtes 
non  consécutives  BB',  DD',  FF',  égales  entre  elles.  Enfin^  par 
chacune  des  droites  B'D',  D'P',  F'B'^  et  par  un  point  S,  situé  sur 
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foJM  de  l'hexagone,  on  fait  pauer  des  plana  SB'C'D',  SD'E'F', 
SP  A'B'.  Comment  doit-on  prendre  le  point  S,  pour  que  la  somme 
det  faces  du  polyèdre  ainsi  formé  soit  un  minimum? 

Remarquons  d'abord  que  le  volume  de  ce  décaèdre  est  indé- 
pendant de  la  position  du  point  S. 
El)  eifet,  te  corps  se  compose  de 
douze  prismes  triangulaires  égaut 
à  OBCSB'C.  ou  symétriques  de 
OBCSB  G';  et  il  est  facile  de  voir 
que  ce  dernier  prisme  a  pour  me- 
sure OBG.BB'. 

Pour  déterminer,  parmi  tous  les 
polyèdres  construits  comme  il  vient 
d'être  dit,  celui  dont  la  surface  laté- 
rale est  la  plus  petite  possible, 
observons  que  celle  surface  se  compose  de  six  trapèzes  égaux 
à  BCG'B'.  et  de  six  triangles  égaux  à  SBC'.  Il  suffit  donc  que 
BCC'B'  -t-  SB'C'  soit  un  minimum. 

Menons  les  diagonales  OC,  6D  du  losange  OBCD,  et  les  dia- 
gonales SC',  B'D'  du  losange  SB'C'D'  ;  menons  encore  la  droite 
H',  qui  joini  les  ccnlres  de  ces  figures.  Nous  aurons,  comme  il 
est  aisé  de  le  reconnaître  : 


3IB 

BC^ÎCl . 

i^3 


=  ir,    iBi=i'B'. 


Le  trapèze  BCB'C  a  pour  mesure 

-(BB'  +  CC')BC=(BB'+CC')-°  ■ 

D'un  autre  càié,  Paire  du  triangle  SB'C  est  l'B'.I'C. 
La  quantité  qu'il  faut  rendre  minimum  est  donc 


(BB'-i-CC') —  -.-l'B'.rC. 
1/5 
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Ea  négligeant  le  facteur  constant  l'B',  ainsi  que  le  terme  constant  ' 
BB',Qn  la  réduit  ji 

ce 

— -  +  l'C. 

1/5 

Prenons  à  part  le  irapèze  ICi'C,  dans  lequel  les  deux  côtés  . 
perpendiculaires  IC,  II'  sont  donnés;  menons  C'G 
parallèle  à  CI.  A  cause  de  CC^II'  — GI',  il  nous 
suffira  de  chercher  le  minimum  de  la  quantité 

A  cet  effet,  désignons  C'G  par  a,  Gï  par  x, 

l'C —  -^par  z;  nous  aurons 

1^3  ; 

d'où 

Celle  équation  du  second  degré  a  ses  racines  imaginaires  tant 
que  8*  est  inférieur  à  fa'.  Conséquemmenl,  le  minimum  de  s 
est  aV'\,  et  la  valeur  correspondante  de  x  est  -^■ 

De  là  résulte  que  :  la  surface  latérate  du  polyèdre  proposé  est  bi 
plus  petite  possible,  quand  la  différence  entre  les  arêtes  BB'  et  CC 
est  le  quart  de  la  diagonale  du  carré  construit  avec  AB  comme 
côté. 

Remarque.  Le  polyèdre  dont  nous  venons  de  nous  occuper  est 
celui  qui  constitue  chacun  des  alvéoles  de  l'Abeille. 


mWimc  SVII. 

On  donne,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  opposées. 
Déterminer  les  deux  dernières  arêtes,  de  manière  que  le  tétraèdre 
ait  un  volume  maximum  (*). 


(*)  Concours  génâral  des  Lycées  de  ProDCC,  1874.  —  MaIMmatitpui 
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1®  Si  chacune  des  arêtes  AB,  CD,  AD,  BC  est  plus  petite  que 
la  somme  des  trois  autres,  il  existe  toujours  un  tétraèdre  admet- 
tant ces  quatre  arêtes ^  et  dans  lequel  les  dièdres  BD,  AG  sont 
droits. 

En  donnant  à  l*aréte  BD  une  longueur  convenable,  on  pourra 

construire  les  triangles  BAD,  BCD,  puis 
les  assembler  à  angle  droit. 

Supposons  que,  le  dièdre  BD  restant 
droit,  on  fasse  varier  la  longueur  de  BD. 
La  plus  petite  valeur  qu^on  puisse  lui 
attribuer  est  la  plus  grande  des  différen- 
oes  entre  AB,  AD,  d'une  part,  et  BC,  CD, 
de  lautre.  La  plus  grande  longueur  de 
BD  est  la  plus  petite  des  sommes  AB  +  AD,  BC  +  CD.  Lorsque 
cette  longueur  varie  entre  son  minimum  et  son  maximum,  Tangle 
dièdre  AC  varie,  d'une  manière  continue,  entre  zéro  et  2  droits  : 
à  un  certain  moment,  il  est  donc  devenu  droit. 

3^  Le  volume  n'est  pas  maximum  ^  si  aucun  des  dièdres 
BD,  AC  n'est  droit. 

Supposons  que  le  dièdre  BD  ne  soit  pas  droit.  Soit  AP  la  hau- 
teur du  tétraèdre;  et  soit  PH  perpendiculaire  à  BD  :  AH  est 
perpendiculaire  à  BD.  Si  Ton  fait  tourner  la  face  ABD  autour  de 
BD,  de  manière  à  rendre  droit  le  dièdre  BD,  la  base  BCD  ne j 
change  pas;  la  hauteur  AP  est  remplacée  par  AH;  donc  le  vo- 
lume a  augmenté  :  il  n'était  pas  maximum. 

3®  Le  volume  est  maximum  quand  les  dièdres  BD,  AC  sont 
droits. 

Cette  proposition  résulte  de  ce  qui  précède  (Prob.  XIV). 


élémentairet.  Nous  reproduisons,  en  partie,  la  solution  de  M.  Paulbt,  élève 
da  Lycée  de  Marseille,  lauréat  du  concours. 
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TrouveTid'aprè*  Ui  données  mivanUt,le  volume  d'un  polyèért 
ABCD\R'C'b',ai/antpourfacei  deux  reclangUt  ABCD,  A'B'C'D, 
et  quatre  trapèze»  ABA'B',  BCB'C,  CDC'D  ,  DAD'A'. 

AB  =  fl  =2",50, 

BC  =  6  —  l"^0, 

A'B'  =  o'  =  2-,30, 

B'C  — 6'  =  O-,50, 

hauteur  =  h  =0-,50('). 

Le  plan  racné  par  les  aréius  opposées  A'B',  CD,  décompose  le 
polyèdre  en  deut  prismes  iriao- 
gulaires  ironqués,  B'CC'A'DD", 
BB'CAA'D.  Pour  mesurer  cha- 
cun  d'eux,  menons    un    plan 
EPË'F  perpendiculaire  à  AB  : 
I    jniersection     ET,     ayec 
A'B'CD,  détermine  les  gectiom 
droitei  EË'P',  E'FE'  de  nos 
troncs  de  prismes. 
Cela  posé,  le  théorème  sur  la  mesure  du  prisme  triangulaire 
tronqué  donne  [G-,  561.]  : 

vol,  B'CC'A'DD'—  E'FF'.1{A'B'-*-  CD*  +  CD), 


(')  Celte  fonne  et  ces  dimensions  Msleeneidet  laa  de  pierre»  que  leseoR- 
fMMinv  disposent  le  long  du  ronle*. 
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c*est-à-dire 

vol.  B'CCADD'»  E'FF". -  (ïa'  -h  a), 

vol.  BB'CA AD  ^ EET 4 (2a  +  a'). 

Les  triangles  E'FF',  EET,  dans  lesquels  se  décompose  le  tra- 
pèze EPE'FS  ont  pour  hauteur  h;  donc 

E'EF'=l6'*,     EF?^ibh; 
puis 

wd.  B'CC'A'DD'  —  \  (2a'  -4-  a)b'h , 

t7oL  BB'CAA'D  =  i  (2a  -f-  a')6A. 

Ajoutant  ces   deux   expressions,  nous   aurons    la    formule 
cherchée  : 

V=3  -  [(2a  ^  a')6  +  (2tt'  -+-  a)6']fc. 
Dans  l'exemple  proposé, 

V=  i  [6,5  .  4,5  -4-  5,5  •  0,5]0,5  =  l-,04l. 
6 


Problème  miX. 


Déterminer  le  volume  d'un  polyèdre  ayant  pour  faces  deux  poly- 
gones  quelconques  ABC...,  A' B'C'...,  «i7ué5  dans  deux  plans 
parallèles^  et  une  série  de  triangles  ABA',  A'B'B,  BCB'...  (*)• 


"  (*)  La  figure  représente  une  projecUon  da  polyèdre,  faite  sur  un  plan 
parallèle  aux  deux  bases.  De  plus,  et  seulement  pour  fixer  les  idées,  on  a 
supposé  la  projection  de  Tune  des  bases  intérieure  &  la  projection  de  Tautre. 
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Au  moTen  de  plans  menés  par  les  aréics.perpendiculairemcnt 
aux  plans  des  bases,  on  décoRw 
pose  le  polyèdre  en  un  prisme 
droit,  projelé  en  A'B'C— ,  en 
une  série  de  prismes  triangu- 
laires tronqués,  projetés  en 
ABA',  BCB',  CDB'...,et  «i 
une  auire  série  de  prismes  tri- 
angulaires tronqués,  projetés 
enA'BB,  B'CD.C'D'E...O. 
Par  conséquent,  si  B,  B'  désignent  les  bases  du  polyèdre;  H,  la 
distance  des  bases,  ou  la  hauteur  du  polyèdre;  S,  la  somme  des 
projections  ABA',  BCB'...;  S',  la  somme  des  projections  A'B'B, 
B'C'D,  C'D'E...;  le  volume  cherché  a  pour  expression 

V=B'H=^{S-i-2S')H. 

Pour  simplifier  cetle  formule,  considérons  la  section  A.'&'C..., 
menée  k  égales  dislances  des  deux  bases.  Nous  aurons,  B"  étant 
Taire  de  cette  section  : 


-S^--S', 


-B'  =  -SV- 


Ï'—S  +  S',    î(B-i-B'  — 2B")  =  S- 


S  -t-  2S'  =  „  (B  —  5B'  -I-  4B"), 


V=-(B-^B'4-4B")Hn. 


{')  Les  priâmes  de  la  première  série  sont,  vériKblement ,  des  p 
Mangulairti,  et  les  autres,  des  pyrauiida  qaadnmgulaire*. 

(")  Cette  formiile,  qui  renrerme  celle  de  la  page  précëdente,  a  été  donnée 
(MF  le  célèbre  professeur  Siskus. 


LIVRE]  VII. 


Tb«*r*Me  I. 


Deux  poinU,  réciproques  par  rapport  à  une  sphère,  partagent 
hamtoniquement  le  diamètre  qui  let  contient. 
(Voyez  Livre  III,  Th.  XIX.) 


Les  distances  d'un  point  quelconque  d'une  sphère,  àdettxpoints 
réciproques,  sont  dans  un  rapport  constant. 
(Voyez  Liv.  III,  Th.  XXI.) 


1*  Les  tangentes  menées  à  une  sphéreS,  d'un  point  extérieur  A, 
sont  égales  entre  elles;  2*  le  Heu  de  ces  tangentes  est  un  côn«  de 
réoAutioH;  5*  le  lieu  de  leurs  points  de  contact  est  «ne  circonfé- 
rence située  dans  un  plan  P,  perpeiidiailalre  au  diamètre  EF 
passant  par  A. 

Par  le  diamètre  EP,  faisons  passer  divers  plans  :  ils  coupent 
la  sphère  suivant  les  circonférences 

EBF.  ECP,  EDP Menons  les 

tangentes  AB,  AG,  AD,  ...,  purs 
les  rayons  BO,  CO,  DO, ... .  Nous 
formons  ainsi  des  triangles  rectan- 
gles ABO,  ACO,  ADO...,évideni- 
raenl  égaux  entre  eux.  Donc,  i'  les 
tangentes  AB,  AG,  AD, ...  sont 
égales  entre  elles. 
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Â  cause  de  régalité  des  mêmes  triangles»  les  angles  BAO, 
CAO,  DAO...  sont  égaux  entre  eux  ;  ainsi,  3*  le  lieu  des  tan- 
gentes est  un  cône  de  révolution. 

Enfin,  si  nous  abaissons,  des  points  B,  G,  D...,  les  perpendi- 
culaires BI,  Cr,  Dr...  sur  AO,  toutes  ces  droites  seront  égales 
entre  elles;  et  les  points  I,  T,  T...  se  confondront,  parce  que  les 
triangles  rectangles  ABI,  ACF,  ADF...  sont,  d*après  ce  qui  pré- 
cède, égaux  entre  eux.  Donc,  3*  le  lieu  des  points  de  contact 
B,  C,  D...  est  une  ligne  plane,  etc. 

Remarques.  —  I.  On  peut  abréger  la  démonstration  précé- 
dente, en  supposant  que  la  figure  ABFE  tourne  autour  de  AO. 
Dans  ce  mouvement,  la  demi-circonférence  EBF  engendre  la  sur- 
face sphérique  S  ;  la  droite  AB,  qui  ne  change  pa$  de  longueur, 
engendre  une  surface  conique,  circonscrite  à  la  sphère;  enfin,  le 
point  de  contact  B  décrit  une  circonférence  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  rotation. 

II.  Le  point  E  est  le  pôle  du  petit  cercle  BCD  ;  donc  les  arcs 
de  grands  cercles  EB>  EC,  ED...  sont  égaux  entre  eux. 

Vké«rèHM  ÏÏW. 


Le  sommet  d'un  cône  C,  circonscrit  à  une  sphère  S,  est  le  pôle 
du  plan  P  de  la  circonférence  de  contact. 

On  appelle  plan  polaire  d*un  point  A,  relativement  à  une 
sphère  S,  le  plan  perpendiculaire  au  diamètre  AO,  mené  par  le 
conjugué  du  point  A.  Réciproquement,  le  point  A  est  le  pôle  du 
plan. 

Cette  définition  étant  admise,  le  théorème  consiste  en  ce  que 
le  point  I,  où  le  plan  P  coupe  AO,  est  le  conjugué  du  point  A,  etc. 
(Voyez  Liv.  III,  Th.  XXII.) 

Théorème  ▼. 

Le  pôle  A^  de  tout  plan  P'  passant  par  un  point  A,  est  situé  sur 
le  plan  P,  polaire  de  A. 
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Par  le  centre  0  de  la  sphère  S,  concevons  un  plan  Q,  perpeo- 
diculaire  aux  plans  P,  P',  Ce  nouvean  plan  coupe  P  et  P'  suivant 
deux  droites,  dont  l'une  D' passe  parle  point  A,  et  dont  l'autre  D 
est  la  polaire  du  point  A,  relativement  h  la  circonférence  C  déter- 
minée par  le  plan  sécant.  Il  est  facile  de  voir  que  le  pAle  du 
plan  P',  par  rapport  à  la  sphère  S,  se  confond  avec  le  pAle  de 
la  droite  D',  relativement  i  ta  circonférence  C.  La  proposition  est 
donc  ramenée  au  Théorème  XXIII  du  Livre  IIL 


Le  pion  polaire  P'  de  Umt.  point  A',  prii  ntr  «n  plan  P^  poste 
par  le  pôle  A  de  P. 

(Voyez  Liv.  III,  Th.  XXIV.) 

Corollaire.  Si  chacun  de»  pointe  d'ttnpian  V,extériewàune 
sphère  S,  e$t  pris  pour  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère, 
les  plans  ries  circonférences,  suivant  lesquelles  tous  les  cônes  ainsi 
déterminé»  touchi-nl  la  sphère,  se  coupent  en  un  même  point  A, 
pôle  du  plan  P. 

TkéorèHa  TH. 

Le  pôle  A  de  tout  plan  P,  passant  par  une  droite  V,  est  sitvé 
sur  la  droite  D',  réciproque  de  la  première. 

Nous  conviendrons  d'appeler  droite*  réciproques  deux  droites 
passant  par  deux  points  réciproques,  perpendiculaires  entre 
elles,  et  perpendiculaires  au  diamètre 
qui  conlienl  les  deux  points. 

Cela  éunt,  prenons,  pour  plan  de  la 
Dgure,  celui  qui  passe  par  le  centre  O  de 
la  sphère  et  par  la  droite  D'.  Abaissons 
OE'  perpendiculaire  à  celte  dernière 
droite  ;  soit  E  le  point  réciproque  de  E'  : 
|ji  droite  D  sera  la  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure,  projetée  en  E;  et  le 
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plao  P  aura  pour  projection  une  droite  telle  qae  BEC.  D'aillean, 
le  p6le  A  du  plan  P  est  le  conjugué  du  pied  A'  de  la  perpeudiea- 
lairc  abaissée  sur  ce  plan,  par  h  centre  O  de  la  sphère  (Th.  IV). 
Donc  ce  pâle  est  situé  sur  la  droite  D*. 


Le  plan  polaire  P  de  tout  point  A,  prit  stir  tau  droite  D*,  patte 
par  la  droite  D,  réciproque  de  la  première. 

(Voyez  Th.  VI.) 

Tk^arèMC  IS. 

Toute  corde,  menée  par  un  point  A,  eit  ditntée  harmonique- 
ment  par  ce  point  et  par  ton  plan  polaire  P. 

Par  la  corde  et  le  centre  de  la  sphère,  faisons  passer  un  plan  Q; 
it  coupe  la  sphère  suivant  une  circonférence  de  grand  cercle;  et 
il  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite,  polaire  du  point  A  relative- 
ment i  cette  circonférence  (Th.  V)  ;  donc,  etc.  (Voyez  Liv.  III, 
Th.  XXV). 

Tb««rfeMe  X. 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  D,  relativenient  à  tout  les  cercles 
situés  sur  une  sphère  5  et  passant  par  cette  droite,  est  la  droite 
D',  rédproque  de  D. 

Soit  O  In  circonférence  de  grand  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  D.  Soit,  en  outre, 
A  la  projection  de  celle-ci.  Tout  petit  cer- 
cle de  la  sphère ,  passant  par  celte  droile 
D,  est  projetée  suivant  une  corde  BC 
concourant  en  A;  et  il  a  BC  pour  dia- 
mèlre.  Conséquemment,  le  pôle  U  de  la 
droile  D,  par  rapport  à  ce  petit  cercle,  est 
situé  sur  la  corde  BC.  Et  comme  le  diamètre  BC  doit  être  par- 
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tagé  harmoniquement  par  D  et  M,  il  s*ensuit  que  ce  pôle  est 
rintersection  de  BC  avec  la  polaire  EF  du  point  A,  relativement 
au  grand  cercle  0.  Le  lieu  des  pôles  de  la  droite  D  est  donc  cette 
droite  EF,  laquelle,  évidemment,  est  la  réciproque  de  D. 


Théorème  XI« 

Le  lieu  des  polaires  d'un  point  A,  relativement  à  tous  les  cercles 
situés  sur  une  sphère  S  et  passant  par  ce  point,  est  le  plan 
polaire  de  ce  même  point. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  précé- 
dent. 

Théorèaie  XII. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'égale  puissance,  par  rapport 
à  deux  sphères  S,  S\  est  un  plan  P,  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres. 

On  reconnaît  facilement  que  si,  par  un  point  fixe,  on  fait 
passer  une  droite  quelconque,  terminée  de  part  et  d'autre  à  une 
sphère  donnée,  le  rectangle  des  segments  de  cette  corde,  déter- 
minés par  le  point,  est  constant. 

Ce  rectangle  constant  est  appelé  puissance  du  point  par  rap- 
port à  la  sphère. 

Cela  posé,  la  proposition  est  immédiatement  ramenée  à  la 
proposition  analogue  de  Géométrie  plane.  (Voyez  Liv.  III, 
Th.  XXXVIII.) 

Remarques.  —  I.  Le  plan  P  est  appelé  plan  radical  des 
sphères  S,  S'.  Il  se  confond  avec  le  lieu  des  points  d'où  Ton 
peut  mener,  aux  deux  sphères,  des  tangentes  égales. 

II.  Si  les  sphères  se  coupent,  le  plan  radical  contient  la  cir- 
conférence commune. 

III.  Si  les  sphères  se  touchent,  le  plan  radical  est  le  plan  tan- 
gent commun. 

25 


D, 


rVofex  lir.  ni.  Th.  XXXDL) 

Bemarqmet.  —  L  la  droite  D  ett 

iiptières* 


II.  Si  irms  tpkèm  we 
fèrmce$  €ommmmn  $e  compeml 


l.e$  plans  radicaux  de  qmaire  sphères,  etmndiries  irais  à  traisy 
se  caupeni  tous  les  quatre  en  un  même  point,  appelé  centre  radi- 
cal des  quatre  sphères. 

(Voyez  Lîv.  III,  Th.  XXXIX.) 


Le  lieu  des  points  d'égale  puissance,  par  rapport  à  deux  cercles 
situés  sur  une  même  sphère,  est  l'intersection  des  plans  de  ces 
cercles. 

Observons  d*abord  que  toute  corde,  soit  du  premier,  soit  du 
second  cercle,  est  une  corde  de  la  sphère.  Donc  tout  point  pris 
sur  rintersection  des  plans  de  ces  cercles  est  un  point  d'^Ie 
puissance  par  rapport  à  ceux-ci. 

D*un  autre  côté,  par  un  point  non  situé  sur  cette  intersection, 
on  ne  peut  faire  passer,  à  la  fois,  une  corde  du  premier  cercle  et 
une  corde  du  second  ;  ce  point  ne  saurait  donc  appartenir  au  lieu 
dont  il  8*agit. 
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Deux  arcs  de  grands  eercles  PA,  PB,  passant  par  un  tnéme 
point  P,  et  tangents  à  un  petit  cercle  C,  sont  égaux  entre  eux. 

Soil  AT  la  tangenie  commune  au  grand  cercle  PA  et  au  petit 
cercte  C.  Soit,  de  même,  BT  la  tan- 
gente commune  aux  cercles  PB,  C 
Ces  tangentes,  contenues  dans  un 
même  plan,  se  coupent  généralement 
en  un  point  T,  situé  sur  l'intersec- 
tion POP'  des  plans  des  deux  grands 
cercles.  Donc  (Th.  III)  elles  sont 
égales,  et  les  arcs  PA,  PB  sont  égaut. 


de  ce  petit  cercle. 


Remarque.  La  circonférence  de 
grand  cercle  PAP',  tangente  au  petit 
cercle  C,  est  dite  tangente  sphérique 


ThésrèBie  XVII. 


Le  lieu  des  points  P  et'oif  l'on  peut  mener,  à  deux  cercles  C,  C, 
situés  sur  une  sphère  S,  des  tangentes  sphériques  égales,  est  une 
circonférence  de  grand  cercle,  dont  le  plan  passe  par  l'intersec- 
tion des  plans  des  deux  cercles. 

Du  point  P  comme  p6Ie,  avec  PA  pour  rayon  tphértque, 
décrivons  le  petit  cercle  ABA'B'  :  il  coupe  les  cercles  C,  C  aux 
points  A,  B,  A',  B',  oîi  les  tangentes  sphériques  PA,  PB,  PA', 
PB'  louchent  ces  petiis  cercles  (Th.  XVI).  De  plus,  les  tangentes 
en  A,  B,  A',  B',  à  ces  tangentes  sphériques,  concourent  en  un 
point  T,  situé  sur  le  rayon  OP  prolongé.  Or  le  point  T  appar- 
tient à  l'intersection  RR'  des  plans  C,G'.  Donc  le  lieu  des  points 
P  est  situé  dans  un  plan  passant  par  le  centre  0  de  la  sphère  et 
par  l'inlersection  RR'. 
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Remarques.  —  I.  La  tangente  AT,  à  Parc  de  grand  eerde  PA, 
est,  par  hypothèse ,  tangente  au  petit  cercle  C.  De  plus,  b  tan- 
gente AHy  au  cercle  ABA'B,  est  perpendiculaire  à  AT  :  e*est  ee 
que  ToD  reconnaît  en  observant  que  les  plans  des  cercles  PA, 
ABA'B'  sont  perpendiculaires  entre  eux,  et  que  AH  est  perpen- 
diculaire è  leur  intersection  AI.  Donc  le  cercle  ABA'B  coupe 
arthogonalemetU  le  cercle  C,  le  cercle  C,  et  enfin  tous  les  cercles 
dont  les  plans  passent  par  la  droite  RR'. 

If.  Si  le  point  T  se  déplace  sur  la  droite  RR',  le  cercle  ortho- 
gonal ABA'B'  varie;  mais  le  plan  de  ce  cercle  est  le  plan  polaire 
du  point  T  (Th.  VI);  donc  il  passe  constamment  par  la  droite 
réciproque  de  RR'  (Th.  Vlil);  donc  toutes  les  circouférences 
ABA'B  se  coupent  en  deux  points  fixes  F,  F',  qui  sont  ceux  où 
la  surface  de  la  sphère  est  rencontrée  par  la  droite  réciproque 
de  RR'. 


ThéorèMe  XTIII. 

Si  l'on  conçoit,  sur  une  sphère,  une  infinité  de  circonférences  C 
dont  les  plans  passent  par  une  droite  D,  et  une  infinité  de  cir- 
conférences C  dont  les  plans  pensent  par  la  droite  D\  réciproque 
de  D,  chacune  des  premières  circonférences  coupe  orthogonalement 
chacune  des  dernières. 

Ce  théorème  est  évidemment  contenu  dans  les  deux  remar- 
ques précédentes. 

Théorène  XIX. 

Le  sommet  A  d'un  angle  sphérique  CAD  (fig.  A),  circonscrit  à 
un  cercle  directeur  GDE,  a  pour  cercle  conjugué  celui  qui  passe 
par  les  points  de  contact  C,  D. 

Supposons  que,  par  le  centre  0  (fig.  B)  de  la  sphère,  on  fasse 
passer  un  plan  perpendiculaire  à  un  cercle  situé  sur  la  sphère. 
Soit  alors  CD  la  projection  de  ce  cercle,  lequel  a  pour  centre  et 
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pour  pdie  les  points  I,  P  ;  et  soient  A',  B'  deux  points  réciproques, 
Pj,  ^  ou  conjugués  par  rapport  à  ee 

même  cercle,  c'est-à-dire,  salis- 
faisant  à  la  relation 

IA'.IB'=Ïd'. 

Les  rayons  OA',  OB'  rencontrent 
la  surface  de  la  sphère  en  deux 
poinis  A,  B,  situés  sur  la  circon- 
fércnce  de  grand  cercle  ÂCD  : 
ces  poinis  A,  B  sont  dits  conju- 
gués par  rapport  au  cercle  directeur  CD. 

Ainsi,  deux  pointa  A,  B,  situes  sur  la  circonférence  d'un  grand 
cercle,  perpendiculaire  à  un  cercle  directeur 
CD,  lonl  conjugués  par  rapport  à  celui-ci, 
longue  les  droites  menées  du  centre  de  la 
sphère  à  ces  deux  pointa  rencontrent,  en 
deux  points  réciproques,  le  plan  du  cercle 
directeur  (*). 

En  second  lieu,  nous  conviendrons  d'ap- 
pelur  cercle  conjugué  d'un  point  A,  le 
grand  cercle  BO  mené  par  le  point  conjugué  de  celui-ci,  perpendi- 
culairement au  plan  du  grand  cercle  qui  contient  les  deux  points. 
Réciproqucmeiu,  le  point  A  est  dit  conjugué  du  cercle  OB. 
Enfin,  deux  grands  cercles  AO,  BO,  menés  par  deux  points 
conjugués,  perpendiculairement  au  grand  cercle  qui  contient  les 
deux  poinis.  sont  appelés  cercles  conjugués  (**). 


(*;  Les  Iccleun  à  qui  Im  définitions  de  la  Trigonomélrie  sont  fomîUirfa 
Tcrroul  ioiniédinlrment  qu'en  désignant  par  «,  P,  ylei  arci  PA,  PB,  PC, 
•n  a 

laD{ta.UDB^sUDK*r. 

(*')  Ces  dcnumtna lions,  et  la  plupart  des  théorèmes  contenns  dans  ee 
VII*  Livre,  m'nni  élé  suggérés  par  la  leetnre  d'un  Irés-intéressaot 
iM*  la  êplièrr,  dont  l'aulenr  est  H,  Alphonse  IlH«naii(i. 
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Ces  définitions  étant  entendues ,  la  démonstration  du  théorème 
est  facile. 

En  effet,  soient  CA',DA'  (fig.A)  les  droites  suivant  lesquelles  les 
plans  des  grands  cercles  AG,  AD  coupent  le  plan  du  cercle  CED  : 
ces  droites,  tangentes  au  petit  cercle,  se  coupent  en  un  point  A^ 
pôle  de  la  corde  de  contact  CD;  et  le  milieu  B'  de  cette  corde  est 
le  point  réciproque  du  point  B.  De  plus,  toute  la  figure  est  symé- 
trique par  rapport  au  plan  OA'B'.  Donc  le  grand  cercle  CBD  est 
conjugué  du  point  A. 

(Voyez  Liv.  III,  Th.  XXII.) 


Tliéorène  SLX. 

Le  conjugué  X\  de  tout  grand  cercle  C  passant  par  un  point  A, 
est  sur  le  grand  cercle  C  conjugué  de  A. 

Imaginons  les  droites  menées  du  centre  de  la  sphère  à  tous  les 
points  de  la  figure^  et  prolongées  jusqu'à  ce  qu  elles  rencontrent 
le  plan  du  cercle  directeur  D  :  le  lieu  des  points  d'intersection 
est  une  figure  plane  qui  peut  être  regardée  comme  une  trans- 
formée de  la  figure  sphérique  donnée.  Ainsi,  les  cercles  C,  C  sont' 
transformés  en  deux  droites  c,  c';  et  les  points  A,  A'  sont  trans- 
formés en  deux  points  a,  a\ 

Le  cercle  C  étant  conjugué  du  point  A ,  il  est  facile  de  voir 
que  la  droite  c  est  la  polaire  du  point  a,  relativement  au  cercle  D. 
De  même,  la  droite  c'  est  la  polaire  de  a'.  Mais ,  évidemment , 
cette  droite  c'  passe  par  le  pointa;  donc  son  pôle  a'  est  situé 
sur  la  droite  c  (Liv.  III,  Th.  XXIII);  donc  le  point  A'  est  situé 
sur  la  circonférence  C. 

Remarque.  La  transformation  dont  nous  venons  de  faire  usage 
s'appelle  transformation  conique  ou  transformation  perspective  : 
elle  ramène,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  les  théorèmes  de  la 
Géométrie  sphérique  aux  théorèmes  de  la  Géométrie  plane. 
Comme  application  de  cette  méthode,  nous  indiquerons  les  pro- 
positions suivantes,  en  nous  contentant  de  les  énoncer. 
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Tké^rèMO  XXI. 


Le  grand  cercle  C,  conjugué  de  tout  point  A'  pris  sur  un  grand 
cercle  C,  passe  par  le  point  A,  conjugué  de  C 

Corollaires.  —  L  Si,  par  un  point  A,  pris  sur  la  surface  de 
la  sphère,  on  fait  passer  un  arc  de  grand  cercle  ABC,  coupant  en 
B,  G  un  petit  cercle  donné  BC  ;  que,  par  ces  points,  on  mène  à  ce 
petit  cercle  deux  tangentes  sphérigues  BM,  CM;  le  lieu  dupoini 
de  rencontre  tide  ces  tangentes  est  une  circonférence  de  grand 
cercle. 

II.  Si,  par  différents  points  M,  M',  M",...  pris  sur  une  circonr 
férence  de  grand  cercle,  on  mène,  à  un  petit  cercle  donné  D,  des 
tangentes  sphériqîtes;  les  arcs  de  grands  cercles  BC^  B'C»  BX'^^... 
qui  joignent  les  couples  de  points  de  contact,  passent  tous  par 
le  même  point  A. 

(Voyez Liv.  m.  Th.  XXIV.) 


ThéorèMe  XXII. 

Si  les  arcs  de  grands  cercles,  qui  joignent  les  sommets  corres- 
pondants de  deux  triangles  sphériques,  se  coupent  en  un  même 
point,  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont  situés  sur  une 
même  circonférence  de  grand  cercle*  Et  réciproquement. 

(Voyez  Liv.  III,  Th.  XI)  (*). 


(*)  On  a  yO|  à  Tendroit  cité,  que  si  les  points  de  coDeoars  des  càvés  ter* 
respondants  de  deux  triangles  rcotillgnes  sont  situés  sur  une  même  droite  D^ 
ces  triangles  sont  dits  homologiquei.  En  outre,  la  droite  O  est  Vaxe  d'homo» 
togie;  et  le  point  de  conooun  des  droites,  menées  par  les  sommets  eonrei<' 
pondants,  est  le  centre  d'homologie. 

D*un  autre  côté,  on  sait  que  deux  polygones  rectiiignes,  semblables  et 
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Si  deux  polygones  sphériques  sont  ayunposés  d'un  même  nombre 
de  triangles  tels,  que  les  points  de  concours  de  deux  côtés  homolo- 
gues quelconques,  pris  dans  deux  triangles  correspondants^  soieni 
tous  situés  sur  une  même  circonférence  de  grand  cercle;  les  arcs 
de  grands  cercles,  qui  joignent  les  sommets  homologues  de  ces 
polygones,  se  coupent  tous  en  un  même  point. 

Remarque.  La  réciproque  n*est  pas  toujours  vraie. 


Thé«ff«Bie  XXIT. 


Dans  tout  quadrilatère  sphérique^  inscrit  à  un  petit  cercle,  le 
point  de  rencontre  des  diagonales,  et  les  points  de  concours  des 


semblablement  situés,  c*est-i-dire  denx  polygones  homothétiquei ,  ont  un 
centre  de  simili tnde. 

L'ensemble  de  ces  propositions  prouve  que  deux  iriangle$  reettUgnes, 
gemblables  et  iemblablemeni  placés,  sont  des  figures  homologiques^  ayasU  leur 
axe  d'homologie  transporté  à  Vinfini  ;  de  sorte  que  la  simUUude,  ou  plntdt 
yhomothétie,  est  un  cas  particulier  de  Vhomologie. 

Si  Ton  passe  des  figures  planes  aux  figures  sphériques,  au  moyen  de  la 
projection  conique,  on  n'aperçoit  plus  aucune  différence  entre  Thomothétie 
et  rhomologie  :  deux  triangles  rectilignes,  soit  homothéliques,  soit  homologi- 
ques,  donnent  toujours  lieu  \  deux  triangles  sphériques  tels,  que  les  points 
de  concours  des  côtés  correspondants  sont  situés  sur  une  circonférence  de 
grand  cercle. 

Par  suite,  la  propriété  dont  jouissent  deux  polygones  rectilignes  homo- 
Ihétiques,  d'avoir  un  centre  de  similitude  ou  d'homothétie,  est  remplacée, 
quand  on  passe  aux  figures  sphériques,  par  une  propriété  plus  générale, 
énoncée  dans  le  Théorème  XXIII. 

Nous  n*avons  pas  besoin  d'ajouter  que  cette  généralisation  de  la  théorie 
du  centre  de  similitude  subsiste  pour  les  figures  planes. 

JSur  toutes  ces  questions,  le  lecteur  peut  consulter  le  Traité  de  CéomAris 
supérieure^  par  M.  Chasies. 
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cotés  opposés,  forment  un  triangle  dans  lequel  chaque  sommet  est 
conjugué  au  côté  opposé. 

(Voyez  Lîv.  III,  Th-  LUI.) 


Dans  tout  quadrilatère  sphérique  complet,  circonscrit  à  un 
petit  cercle,  chacune  des  diagonales  est  conjuguée  au  point  d'inter- 
section des  deux  autres. 

(Voyez  Liv.  III,  Th.  LIV.) 

Théorèoie  SLlLiri. 

Si  deux  quadrilatères  sphériques  sont,  l'un  inscrit  et  l'autre 
circonscrit  à  un  même  petit  cercle,  de  manière  que  les  sommets 
du  premier  soient  les  points  de  contact  des  cotés  du  second  :  1*  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés  de  ces  quadrUatères  sont 
situés  sur  une  même  circonférence  de  grand  cercle  ^  9*  toutes  les 
diagonales  se  coupent  en  un  même  point,  conjugué  à  cette  circom" 
férence;  lit* les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère 
inscrit  sont  situés  sur  les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit. 

(Voyez  Lîv.  III,  Th.  LV.) 


Dans  tout  hexagone  sphéfique,  inscrit  à  un  petit  cercle,  ks 
points  de  concours  des  côtés  opposés,  pris  deux  à  deux,  sont  tous 
trois  sur  une  circonférence  de  grand  cercle. 

(Voyez  Liv.  III,  Th.  XXVIII.) 


VliéorèBie  XX¥III. 


Dans  tout  hexagone  sphérique,  circonscrit  à  un  petit  cercle,  les 
diagonales  menées  par  les  sommets  opposés,  pris  detix  à  deux,  se 
coupent  en  un  même  point, 

(Voyez  Liv.  III,  Th.  XXX.) 
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Ain*  tout  triangle  iphiriqtu,  itucrit  à  un  petit  cercle,  kt  point* 
de  concourt  des  côtéa  avec  let  tangentei  sphiriguei  aux  tommett 
opposes,  tant  tituét  tw  une  même  circonférence  de  grand  cercle; 

(Voyez  Uv.  III,  Th.  XXIX.) 


Par  deux  cercles  AEB,  CPD,  traeè»  sur  une  spAère,  on  peut 
génénUement  faire  passer  un  cône. 

Soit  BACD  te  grand  cercle  perpendieulaire  aui  cercles  donnés; 
et  soient  AB,  CD,  les  cordes 
suivant  lesquelles  ceux-ci  se 
projettent  sur  le  plan  BACD. 
Les  droites  AC,  BD,  prolon- 
gées, se  coupent  généralement 
en  un  point  S,  qui  peut  être 
considéré  comme  le  sommet 
d'un  cdne  oblique  ayant  pour 
base  le  cercle  AEB. 

Cela  posé,  je  disque  la  courbe, 
suivant  laquelle  ce  cône  coupe 
de  nouveau  la  surface  de  la  sphè- 
re, est  la  circonférence  CFD. 
Prenons  sur  AEB  un  point  quelconque  H:  soit  N  le  point  où  ta 
génératrice  SM  du  eAne  perce  la  surface  de  la  sphère.  Abaissons 
SP  perpendiculaire  à  AB  :  celte  droite  est  ta  hauteur  du  cône. 
Enfin,  joignons  le  point  M  au  pointP;  puis,  dans  le  plan  MSP, 
élerons  NQ  pei^ndiculaire  à  SM. 

Le  quadrilatère  NMPQ»  qui  a  deux  angles  opposés  droits,  est 
iascriptible;donc 

SP.SQ  =  SH.SN. 
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Hais  le  rectangle  des  Begroenis  SM,  SN  est  (kjuivalent  au  rect- 
angle des  segmenu  SA,  SC  (Th.  XII)  :  l'égalité  précédente 
équivaut  donc  à 

SP.SQ==iSA.SC 

D'après  cette  relation,le  point  Q  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée,  du  point  C,  sur  SP;  donc  ce  point  Q  est  indépendant  de 
la  position  du  point  N  ;  donc  la  courbe  d'intersection  du  cône  et 
de  la  sphère  donnée  appartient  à  une  autre  sphère  ayant  QS  pour 
diamètre,  etc. 

Remarquet.  —  I.  Indépendamment  du  cône  S,  il  en  existe  en 
général  un  autre,  ayant  pour  sommet,  ou  plutôt  pour  cenlre,  le 
point  de  rencontre  S'  des  diagonales  AD,  BC. 

II.  Si  les  cercles  AB,  CD  sont  égaux,  le  cùne  S  se  transforme 
en  un  cylindre  généralement  oblique. 

III.  Les  angles  SAB,  SDC,  qui  mesurent  les  inclinaisons  des 
plans  AEB,  CPD  sur  les  génératrices  opposés  SA,  SB,  sont 
égaux,  comme  ayant  même  supplément.  Pour  cette  raison,  les 
sections  circulaires  AEB,  CFD  sont  dites  antiparallHet. 

IV.  Prolongeons  les  cordes  AB,  CD,  projections  des  deux  cer- 

cles, jusqu'à  ce  qu'elles  se  coupent  en 
un  point  G  :  ce  point  sera,  sur  le  plan 
du  grand  cercle  BACD,  la  projection  de 
l'inlerseetion  des  plans  des  circonfé- 
rences. Or,  dans  le  quadrilatère  inscrit 
ABCD,  le  point  S  est  le  pAle  de  la 
droite  S'G  (Liv.  III,  Th.  L)  ;  et  le  point 
S'  est  le  pôle  de  la  droite  SG;  ainsi  : 
Quand  deux  cercUi  lont  ttluét  lur 
vue  aphère,  l'intersection  de  leur»  plan»  ett  confondue  avec  la 
droite  suivant  laquelle  »e  coupent  Us  plant  polaires  des  sommets 
des  cônes  déterminés  par  ces  cercles. 

On  peut  simplifier  cet  énoncé,  en  observant  que,  d'après  le 
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Théorème  Vil,  cette  dernière  droite,  perpendicalaire  au  plan  de 
la  figure,  est  réciproque  de  la  droite  SS'  ;  ainsi  : 

Quand  detix  cercles  sont  situés  sur  une  sphère^  Vintersection  de 
leurs  plans  est  la  droite  réciproque  de  celle  qui  joint  les  sommets 
des  cônes  déterminés  par  ces  cercles. 

V.  D*après  la  démonstration  précédentp,  si  un  cône  pénétre 
une  sphère,  et  que  la  courbe  d*entrée  soit  une  circonférence ^  la 
courbe  de  sortie  est  aussi  une  ciixonférence. 

VL  SE,  SM  étant  deux  génératrices,  qui  rencontrent  aux 
points  F,  N  la  section  antiparallèle  du  cône,  on  a 

SM.SN  =  SE.SF. 

Ainsi  :  les  points  où  deux  génératrices  quelconques  cTtiA  cône  ren- 
contrent deux  sections  antiparallèles,  sont  les  sommets  d'im  qua- 
drilatère  inscriptible. 

VII.  La  sphère  qui  a  pour  diamètre  le  segment  SQ  de  la  hau- 
teur SP  du  cône  AEBS,  détermine  la  section  antiparallèle  CFD. 
D'ailleurs,  le  point  Q  est  arbitraire.  Donc  :  toute  sphère  qui  passe 
par  le  sommet  d*un  cône  à  base  circulaire, et  qui  a  son  centre  sur 
la  hauteur  du  cône,  coupe  ce  cône  suivant  une  circonférence. 

VIII.  II  est  évident,  par  la  théorie  des  figures  semblables,  que 
tout  plan,  parallèle  au  plan  du  cercle  CF,  eoupe  le  cône  S  suivant 
une  circonférence.  En  particulier,  si  le  cerdc  CD  se  réduit  k  un 
point,  le  cône  a  son  sommet  sur  la  sphère,  et  le  plan  du  cercle  CD 
devient  tangent  &  la  surface,  au  sommet  du  cône.  Donc  :  tout  cône 
qui  a  pour  base  et  pour  sommet  un  cercle  et  un  point  de  la  sfAèrt 
est  coupé,  suitxint  un  cercle,  par  un  plan  quelconque,  parallèle 
plan  mené  par  le  sommet,  tangentiellement  à  la  sphère. 


Si  un  cercle  variable  1  est  tangent  à  deux  cercles  AB,  CD,  tracés 
sur  une  sphère  O  : 
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i  '  Le*  poinU  de  contact  M,  N  appartiennent  à  une  génératrice 
du  cône  délerminépar  les  cercles  donné»; 

2*  La  circonférence  de  grand  cercle  passant  par  ces  deux  points 
coupe,  sous  un  même  angle,  les  circonférences  données  ; 

3*  Toutes  les  circonférences  de  grands  cercles  y  ainsi  détermi- 
nées, se  coupent  en  deux  points  fixes  ou  foyers  F,  G,  situés  sur  le 
diamètre  i/ui  passe  par  le  sommet  S  du  cône. 

Conservons  les  constructions   employées  dans  te  théorème 
qui     précède;    et    soit 
SM'N'  une  génératrice 
du  c6ne,  différente  de 
SHN.  D'après   l'avanl- 
dernière  remarque,  les 
points  M',  ti,  M,  N'  ap> 
paniennent  k  une  même 
circonférence,  située  sur 
la  sphère.  Si  nous  ima- 
ginons que  la  généra- 
Irice  SM'N'  se  rappro- 
che indéfînimeni  de  la 
génératrice  SMN,  cette 
circonférence,  continuellement  sécante  à  l'égard  des  cercles  don- 
nés, tendra  vers  une  position  limite  IMN.  En  même  temps,  les 
prolongements  des  cordes  communes  M'M,  N'N  auront  pour 
limites  les  tangentes  MT,  NT. 
La  première  pariie  du  ihéorème  est  ainsi  démontrée. 
D'un  autre  c6té,  le  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère  et 
par  les  points  de  contact  M,  N,  renferme  le  diamètre  OS  ;  donc 
toutes  les  ciroiirérences  de  grands  cercles,  telles  que  GMNP,  se 
coupent  aux  cxlrémiiés  G,  P  de  ce  diamètre.  En  outre,  les  tan- 
génies  à  celte  circonférence,  aux  points  M,  N,  font,  avec  les  tan- 
gentes MT,  NT,  des  angles  égaux  entre  eux. 

En  efTiit,  le  plan  qui  serait  élevé  par  le  milieu  de  MN,  perpen- 
diculairement à  celte  droite,  seraît  un  plan  de  symétrie  pour  les 
tangentes  égales  MT,  NT,  pour  le  grand  cercle  GHNF,  et  enfin 
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potir  les  tangentes  en  M,  N,  à  oe  grand  cercle.  D^ailleurs,  deux 
angles  symétriques  sont  égaux  [G.,  598]  ;  donc,  etc. 

Remarques.  —  I.  Si,  au  lieu  de  considérer  le  cône  dont  le 
sommet  est  extérieur  à  la  sphère,  on  prenait  le  cône  ayant  pour 
sommet  le  point  de  rencontre  des  diagonales  AD,  BC,  on  arrive- 
rait aux  mêmes  conséquences.  Ainsi  :  deux  cercles  ^  tels  que  AB, 
CD,  ont  toujours  quatre  foyers,  par  lesquels  passent  les  circonfé- 
rences de  grands  cercles  (*)  également  inclinées  sur  les  deux  cir- 
conférences données. 

II.  Ce  qui  vient  d'être  dit  du  grand  cercle  GMNF  s  applique  à 
une  circonférence  quelconque,  tracée  sur  la  sphère  et  passant  par 
les  points  M,  N.  Donc  :  tout  plan  passant  par  le  sommet  du  cône 
déterminé  par  deux  cercles  AB,  CD,  situés  sur  la  sphère,  coupe 
cette  surface  suivant  une  circonférence  également  inclime  sur  les 
deux  autres. 

III.  Réciproquement  :  le  plan  de  toute  circonférence  qui  coupe, 
sous  des  angles  égaux,  deux  cercles  de  la  sphère ^  passe  par  le 
sommet  du  cône  déterminé  par  ces  cercles. 


Les  sommets  des  cônes  déterminés  par  trois  cercles  tracés  sur 
une  sphère  et  considérés  deux  à  deux,  sont,  trois  à  trois,  sur  quatre 
droites  situées  dans  un  même  plan. 

Supposons  que,  sur  une  sphère  0,  on  ait  tracé  trois  cercles 
C,  C,  C".  Les  cercles  C,  C  déterminent  deux  cônes  S",  s";  les 
cercles  C,  C"  déterminent  deux  cônes  S,  s;  enfin,  les  cercles 
C,  C  déterminent  deux  cônes  S',  s'.  Admettons,  pour  fixer  les 
idées,  que  les  cônes  S,  S',  S''  aient  leurs  sommets  extérieurs  à  la 
sphère.  Je  dis  d'abord  que  ces  sommets  sont  en  ligne  droite. 


(*}  M.  Heegmann  a  proposé,  pour  ces  circonférences  de  grands  cercles,  la 
dénomination  de  sécantes  Uogonales  des  cercles  AB,  CD. 
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Parmi  toas  les  cercles  qiii  toucheraient  extérieurement  les 
cercles  C,C'»  considérons  celui  qui  toucherait ,  extérieurement 
aussi,  le  cercle  C.  Soient  m,  m\  m"  les  trois  points  de  contact. 
La  droite  qui  passe  par  deux  quelconques  de  ces  points  passe 
aussi  par  le  sommet  correspondant.  Ainsi,  les  sommets  S,  S',  %' 
sont  dans  le  plan  du  triangle  mm!ni!\ 

Pour  la  même  raison,  ces  trois  sommets  appartiennent  au  plan 
du  cercle  nn'n"  qui  toucherait  intérieurement  les  cercles  donnés. 
Donc  les  points  S,  S',  S'^  sont  situés  sur  une  même  droite. 

On  voit,  semblablement,  que  les  sommets  S,  $\  s"  sont  en  ligne 
droite;  qu'il  en  est  de  même  pour  les  sommets  S',  s'\  5,  et  encore 
pour  les  sommets  S'\SfS\  Et  puisque  chaque  sommet  appartient 
à  deux  droites  différentes,  les  quatre  droites  sont  dans  un  même 
plan  (Th.  XVII,  Rem.  VI). 

Remarques.  —  I.  La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  est  tout  a 
fait  analogue  à  celle  des  figures  semblables.  Les  sommets  S,$ 
tiennent  lieu  des  centres  de  similitude,  externe  et  interne;  les 
droites  SS'S",  Ss's^y  etc.,  remplacent  les  axes  de  similitude,  etc. 

II.  Considérons  le  cas  particulier  où  les  circonférences  C,C',C"^ 
seraient  perpendiculaires  à  un  même  grand  cercle.  Le  plan  de 
celui-ci  coupe  les  cônes  S,  S',  S"  suivant  six  génératrices,  dont 
Tensemble  constitue  un  hexagone  inscrit.  Mais,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir,  les  sommets  S,  S',  S"  sont  situés  sur  une  même 
droite.  Nous  retrouvons  donc  le  théorème  de  Pascal  (page  108). 


Théorème  UXIII. 

Si  deux  cônes  ont  un  sommet  commun  S,  et  que  leurs  bases 
soient  deux  circonférences  sécantes  C,C',  tracées  sur  une  sphère  0, 
Vangle  sous  lequel  se  coupent  ces  bases  est  égal  à  celui  sous  lequel 
se  coupent  les  sections  antiparallèles  e,  c',  situées  sur  la  même 
sphère. 

Par  les  points  d'intersection  A,  B  des  circonférences  C,  C, 
faisons  passer  deux  génératrices  SA,  SB  :  elles  percent  la  surface 
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de  la  sphère  en  des  points  a,  6  qui,  évidemineac,  sont  ceux  où  se 
coupent  les  circonférences  c,  c\ 

Cela  posé,  imaginons»  sur  la  surface  de  la  sphère,  un  cerde  l 
qui  touche  C,  c  aux  points  A,  a.  Ce  cercle  est  également  incliné 
sur  C,  c'  (Th.  XXXI,  Rem.  II);  donc  ces  circonférences  font, 
avec  C,  c,  des  angles  respectivement  égaux. 


Thé«rèaM  XEXIT. 


Si  deux  cônes  ont  pour  bases  deux  circonférences  sécantes  C,  C 
tracées  sur  une  sphère  0,  et  que  leur  sommet  commun  S  soit  un 
point  de  cette  stirfacef  tout  plan  P,  parallèle  au  plan  tangent  T  à 
la  sphère,  en  ce  point  S,  coupe  les  cônes  suivant  deux  circonfé- 
rences c,  c',  dont  l'angle  est  égal  à  celui  des  deux  premières  (*). 

Nous  savons  déjà  (Th.  XXX,  Rem.  VIII)  que  les  sections 
faites  dans  les  deux  cônes,  par  le  plan  P,  sont  des  cercles  c,  c'  : 
il  suffit  donc  de  faire  voir  que  Tangle  sous  lequel  ces  cercles  se 
coupent  est  égal  à  celui  sous  lequel  se  coupent  les  deux  autres. 

Pour  cela,  imaginons,  sur  la  surface  de  la  sphère,  deux  cir- 
conférences \  y,  respectivement  tangentes  aux  cercles  C,  C,  en 
Fun  A  des  points  où  se  coupent  ces  cercles, et  passant  toutes  deux 
par  le  sommet  S  du  cône.  L'angle  formé  par  les  tangentes  t^fk 
ces  circonférences,  au  point  S,  est  égal  à  celui  que  font  les  tan- 
gentes en  A,  aux  cercles  donnés.  D'ailleurs,  le  plan  P  est  paral- 
lèle au  plan  des  tangentes  ^  f;  et  il  est  facile  de  voir  que  Tangle 
sous  lequel  se  coupent  les  circonférences  c,  c'  est  égal  à  celui  de 
ces  dernières  droites  ;  donc,  etc. 

Remarque.  Les  Théorèmes  XXX  et  XXXIV  contiennent  les 


(*}  M.  Heegmann,  dont  je  reprodaîs  presque  intégralement  le  travail,  con- 
sidère ce  théorème  comme  un  cas  particulier  du  précédent.  J^ai  pensé  qu^une 
démonstration  directe  était  nécessaire,  du  moins  pour  les  commen^aati^ 
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fnpnélés  sur  lesquelles  est  fondée  la  projection  Mtèréogrephiqut 
aa  projection  de  Ptolémée.  Ces  propriélés  sont  les  saivantes  : 

i*  La  peripeclive  d'un  cercle  quelconque,  tilué  «ur  la  aphirt, 
est  un  autre  cercle} 

3*  La  peripectioe  d'une  figure  iphérique  TBis-piriTB  «I  uiw 
figure  aembtabh  à  ta  première. 


Si  un  cône  a  pour  base  un  petit  cercle  AB  de  la  tphire  0,  et 
pour  totnmet  un  point  S  de  cette  surface,  le  centre  de  la  section 
antiparallèU  du  cône  est  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  pôle 
Pde  la  base. 

Soit  ABSM  le  grand  cercle  passant  par  le  sommet  S,  perpen- 
diculairement à  la  base; 
soit  AB  la  corde  suivant 
laquelle  se  projette  cel- 
le-ci :  le  pôle  P  de  cette 
droite,  par  rapport  au 
grand  cercle,  est  aussi 
le  pôle  du  petit  cercle 
AB,  relativement  à  la 
sphère  (Th.  IV).  Si,  par 
ce  point  P,  nous  menons  EPF  parallèle  à  la  tangente  ST,  cette 
droite  EPF  sera  la  projection  de  la  section  faite  parallèlement  au 
plan  tangent  en  S,  c'esl-à-dlre  la  projection  d'une  section  anti- 
parallèle. Pour  démontrer  le  théorème,  il  saffit  donc  de  faire 
voir  que  le  point  P  est  le  milieu  de  EF. 

Or,  les  angles  TSA,  SAP  sont  égaux,  comme  ayant  même 
mesure;  ei,k  cause  des  parallèles,  les  angles  TSA,  PEA  sont 
égaux;  donc,  dans  le  triangle  PAE,  PA»-PE.  Pour  une  raison 
semblable,  PF— PB.  D'ailleurs  les  tangentes  PA,  PB  sont  égales 
entre  elles;  etc. 
Remarque.  Supposons  que  la  droite  SP  soit  6xe  el  que  le  point 
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P  ee  déplace  :  le  cercle  AB  variera,  mais  de  manière  que  son 
plan  passera  eonsUmment  par  la  droite  réciproque  de  8P 
(Th.  VII).  De  plus,  celle  droite  réciproque  sera  projetée  à  la 
rencontre  de  AB  avec  ST.  On  conclut  de  là  cette  propriété 
remarquable  : 

Si  des  cône»,  en  nombre  quelconque,  ont  pour  lommet  commun 
un  point  de  la  sphère,  et  que  leur»  bote»  »oient  de»  cercles  de  cette 
twface,  se  coupant  suivant  une  droite  située  doiw  le  plan  tangent 
au  eommet;  tout  plan  parallèle  à  celui-ci  coupe  tou»  ces  cônes  mf- 
vanl  de»  cercle»  concentriques. 

Vht^wéme  XX  XVI. 

La  figure  réciproque  d'un  plan  P,  relativement  à  une  »phère  S, 
ttt  la  sphère  S'  qui  a  pour  diamètre  la  distance  du  centre  de  S  au 
pôle  de  P. 

(Voyez  Th.  XCIII,  Liv.  III.) 


La  figure  rédproque  d'un  cercle  A  B,  relatietmait  à  ww  tiAère 
S,  est  un  cercle  CD. 

La  figure  réciproque  du  cercle  ABest 
située  sur  le  cane  qui  a  pour  base  oe 
cercle,  et  pour  sommet  le  centre  S  de 
la  sphère  direclrice.  Elle  est  située  aussi 
sur  la  sphère  dont  un  diamètre  est  la 
droite  qui  joint  le  i-entre  S  au  pôle  P  du 
plan  AB.  D'ailleurs  (Th.  XXX,  Jî«ffl.  Vil), 
ces  deux  surraces  se  coupent  suivant  une 
circonférence  CD. 


ta  figure  réctpi-oque  d'une  sphère  S',  relativetnent  à  wie  q^àre 
S,  est  généralement  une  spfière. 
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Un  plan  quelconque,  mené  par  les  centres  des  sphères  S,  S', 
coupe  ces  surfaces  suivant  deux  circonréreaces  C,  C.  La  figure 
réciproque  de  C,  par  rapport  è  C,  est  une  circonférence  C", 
section  méridienne  de  la  figure  réciproque  de  S'  ;  eic. 

Semarque.  Si  la  sphère  S'  passe  par  le  centre  de  la  sphère 
directrice  S,  la  figure  réciproque  de  S'  devient  un  plau  (Th. 
XXXVI). 

TkéM-tM*  XXKIS. 

Dans  deux  figures  rédproftm,  te$  OHflit  cùm^imdattts  tomt 
.égaux. 

En  considérant  seulement  le  cas  oè  h  première  fignre  est 
composée  de  droites  ei  de  plans,  la  d^uonsiratioD  est  tout  à  fait 
analogue  à  celle  du  Théorème  XCV  (Lit.  IU).  Nous  laîssona 
au  lecteur  le  soin  de  la  développa. 


Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  dont  Us  diagonales  sont  raeftn*- 
gt^ires,  la  soinme  des  carré»  des  côtés  est  équivalente  d  htàt  fois 
k  carré  du  rayon  R  de  la  sphère,  moins  huit  fois  le  carré  de  la 
diilance  p  du  centre  de  la  sphère 
tu  centre  du  quadrilatère. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  dont 
les  sommets  sont  situés  sur  la  sur- 
face d'un  sphère  0:  nous  disons 
qu'il  est  inscrit  à  la  sphère.  La  pro- 
jection P  du  centre  0 ,  sur  le  plan 
du  quadrilatère ,  est  le  centre  de  la 
circonférence  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  la  sphère.  Tirons 
les  rayons  AO,  A  P. 
On  a  (Liv.  III,  Th.  LXI)  : 

AB*+BC'  -*-Cij*-f-  i)A*=8ÂP*; 
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et,  i  cause  du  iriongle  rrctangle  OPA  : 

ÂB*  +  W;*  -I-  aï*  +1ÏÂ*  «=  8R'  —  8j^. 

mé«rfcHB  SLI, 

Dan»  tout  octaèdre  inuril,  dont  Us  diagotuUet  te  etmptnt  ree- 
taiigukiiretnent,  en  nn  mime  point  M,  ia  lomme  de»  carrit  du 
arélei  ett  ê^ivalenteàvùigt- 
quatre  foi»  le  carré  du  rayon 
de  la  ipkère,  moin»  hwt  /bu 
le  carré  de  la  dittanee  du 
centre  au  point  M. 

Le  théorème  précédent, 
appliqué  à  chacun  des  qua- 
drilatères AB'A'B,  BCB'C, 
CA'C'A,  donue,  ea  appelaol 
p,  q,  r  les  distances  du  cen- 
tre aux  trois  plans  : 

W*^Wx"  +  Th*  +"BÂ*  =  8R*—  8p», 

BC*  ■¥■  CF*  -•-  B'C'  -+-ÎB'  —  8R*  — 89*, 

EÂ^  ^  Vt?*  +  C^' +  ÂC' =  8R»  -  8r*  î 

puis,  si  l'on  désigne  par  Z  la  somme  des  premiers  membres  : 

2  — a4R'-8{p'  +  9*  +  A 

On  sait  (et  il  est  d'ailleurs  visible)  que 

Donc  enfin 

2  =  2iR*— 8«J*. 
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La  somme  des  carrés  des  segments  formés  par  trois  cordes  qui 
se  coupent  rectangulairemcnt  deux  à  deux^  en  un  même  point, 
est  égale  à  six  fois  le  carré  du  rayon  R  de  la  sphère,  moins  deux 
fois  le  carré  de  la  distance  du  centre  au  point  M  d'intersection  des 
cordes. 

Les  triangles  AMB,  AMC,  AMB',  AMC,  rectangles  en  M, 
donnent  : 

ÂF*  «ÂM  V  BU'.     ÂC*  =  Ail'  -h  CM*. 

Ainsi,  dans  la  somme  1  (^TIi  XLI),  le  terme  AH  est  compté 
quatre  fois.  Si  donc  Ton  désigne  par  1^  la  nouvelle  somme  cher- 
chée, on  a 

2,  =  (IR*  -  2cP. 


La  somme  des  carrés  de  trois  cordes  qui  se  coupent  rectangu- 
lairement  deux  à  deux,  en  un  même  point,  est  égale  à  douze  fois 
le  carré  du  rayon  de  la  sphère,  moins  huit  fois  le  catré  de  la  dis- 
tance du  centre  au  point  d'intersection  des  cordes. 

Ajoutons,  aux  deux  membres  de  Tégnlité  précédente,  la  quan- 
tité 

2(AM.A'M  -^  BM .B'M  +  CM.r/N); 

nous  obtiendrons 

AV*^Bp-f.CC''=6R*-^2(r*-+-2  AM  A'M  ^  BM .  B'M -*-CM . CM). 

Mais 

AM.A'M  —  BM  B'M  =  CM. CM  =  IV  — ^\ 

donc 

lÂ' V  Hb^ -♦•  ce*  —  I W — 8  J«. 
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Dans  tout  octaèdre  dont  U$  diagonale»  se  coupent  rectangulai- 
Ttmentt  en  un  même  point,  les  projections  de  ce  point,  sur  les 
faces  de  l'octaèdre,  apparlienttent  à  la  surface  d'une  même 
sphère  (*). 

La  démonstraiion  (")  se  compose  de  quatre  parties. 

J*  Dans  tout  quadrilatère,  dont  les  diagonales  sont  rectangu- 
laires, les  projections  du  point  de  rencontre  des  diagonales,  sur 
Us  côtés,  appartiennent  à  une  même  circonférence  ("*)• 

Le  quadrilatère  AD'0.\',  aynnt  deux  angles  opposés  droits, 
est  ioscriptible  ;  doue 

OD'A'c-OAB. 

Pour  la  même  raison, 
OB'A'  =  OBA. 
Par  sutic, 

OlS'A'  +  OD'A'«1'. 

Sembla  blemenl, 

0B'C*+-0D'C'  =  1*. 
Ajoutant,  on  a 

OB'A'  -v  OBC  +  01>'A'  4-  OD'C  =  A'B'C  +  A'D'C  —  8*. 

Donc  A'B'O'U'  est  iiiAcrtptible  (iv). 


(')  Thëor^me  de  Stciner. 
(")  CoiiiDiuiiIqiiéc  par  M.  J.  Neubcif . 

('")  Ce  Icinme  prOliminairc  aurait  <lâ  <lre  déoUHitré,Mit  dans  le  Line  11* 
Mltdaiu  le  Livre  III  (avant  le  Tlinirème  LXIX). 

(tv)  Parmi  le  grand  aorobrc  de  formes  dont  la  démonitratloD  (bnijoara 
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2*  Soil  AA'BB'CC  ud  octièdri^  dont  lo8  diagonales,  reciangu- 

lnire»deuxidcux,se 

cDiipcni  en  un  même 

point  0.  Soient  M,  N, 

P,Q,  M'.N'.IP^Q- 

les  projeciions  de  ce 

point,  sur  les  faces 

do  roclaèdre.  Soient, 

enfin,  ni,  n,p,q  les 

projeciions  du  même 

point,  sur  les  côtés  du 

quadrilatère  AB'A'B. 

LeptanOfnCper-; 

peodiculaire  à  Ali',  coniieni  la  purpeiidiculaii^  OM  à  la  face 

C  AB'  ;  donc  Us  points  m ,  M ,  C  sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de 

même  des  points  n,  N,  G;  p,  P,  C;  etc.  En  outre,  les  angles 

OHC,  ONC,  ...  étnnt  droits,  /«point*  M,  N,P,  Q  sont  titué» 

lur  la  sphère  ayant  OC  pour  diamètre. 

3*  Considérons  le  cône  dont  la  base  est  la  circonférence  mnpq 
(1*),  et  dont  C  est  le  sommet.  D'après  nn  théorème  connu  (Th. 
XXX,  itemoffue  Vil),  ce  cime  coupe  la  surface  de  la  iphère  OS 
suivant  une  circonférence  (')  :  donc  les  points  M,  N,  P,  Q  sont 
situés  sur  cette  circonférence.  Semblablement,  les  points  M',  N', 
P',  Q'  appartiennent  à  une  même  circonférence.  En  continuant  de 
la  sorte,  on  voit  que  fe>  Auif  pot'nd  M,  N,  P,Q,M',N',  P',  Q', 
prit  quatre  à  quatre,  sont  situés  sur  six  circonférences. 


trèfr^mple)  est  auiceplible,  nous  avons  choisi  celle  qai  me)  en  évidence 
eette  propriété  :  ian*  ehatu»  de»  quadrilalènt  A'B'OD',  B'COA',  CA'OB', 
O'B'OC,  dtia  angle»  appâté»  toni  eompUmentaire». 

(*)  HsbltvelIemeRl,  dans  la  projection  ttiriographiqfUf  on  suppose  que 
la  base  du  cAoe  est  dans  le  plan  d'un  grand  cerde,  serrant  de  tableau;  mais 
il  revient  an  même  d'adopter,  comme  base,  la  elreouférenee  tulrant  laquelle 
le  eône  est  coupé  par  le  plan  AB'A'B,  tangent  i  la  sphère. 
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4"  Par  la  cireonrérence  MNPQ,  et  le  point  H',  on  peut  Taire 
passer  une  aphère  S  :  celte  sf^ère  contient  la  circooréreoee 

MNH',  c'est-lt-dire  la  circonrérence  MNH'N';  etc. 


Tké*f4Bi«  SLT. 

A  tout  hexaèdre  régulier  OH  peut  inscrire  un  tétraèdre  régulier, 
dont  le»  tommett  et  Um  arête»  appartiennent  aux  tommet»  de 
l'hexaèdre  et  aux  diagonale»  de  te»  face». 

A  rinspectbn  de  la  figure  on  reconnaît  que  les  sommeU  B,  D, 
G,  E  de  ('hexaèdre  sont  ceux  d'un  tétraèdre 
régulier. 

Remarque.  Indépendamment  de  ce  pre- 
mier lëiraèdre  inscrit,  H  y  en  a  un  autre, 
dont  les  sommets  H,  F,  A,  C  sont,  respec- 
tivement, opposés  aux  premiers.  Ces  deux 
tétraèdres  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  au  centre  de  l'Iicxaëdre. 


TkéartiÉe  XLTI. 

À  tout  dodécaèdre  régulier  on  peut  imcrirewi  hexaèdre  règuUer, 
dont  le»  lommeti  et  le»  aréle»  appartiennent  aux  »QmmeU  du  dodé- 
caèdre et  aux  diagonale»  de  ses  faces. 

Reportons- nous  h  la  consiruction  connue  [C,  693],  et  soit 
AB...PQ  l'une  des  doux  surfaces  polyédrales  ouvertes  dont 
l'ensemble  constitue  le  dodécaèdre  régulier.  Menons,  dans  les 
pentagones  AH.  AC,  AP.  Bl,  les  diagonales  FH,  ËC,  FE,  HG  : 
nous  formerons  ainsi  un  quadrilalère  FHCEi  ayant  les  côtés 
égaux.  De  plus,  les  diagonales  FH,  EC,  p&ratléles  à  AB,  sont 
parallèles  entre  elles;  et  chacune  est  divisée  en  deux  parties 
égales  par  le  plan  élevé  perpendiculairement  au  milieu  de  AB; 
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d'où  Ton  conclut  qtie  les  angles  F,  H,  C,  E  sont  droits.  Donc 
FHCE  est  UD  carré. 

Menons  CL,  EN,  LN  :  la  figure 
ECLN  sera  un  carré  égal  au  premier. 
En  effet,  l'angle  Iriédre  CEDL  est 
égal  à  l'angle  irièdre  CHBL  ;  donc  la 
face  ECL  est  égale  à  HCL;  etc. 

Si  nous  considérons  la  seconde 
moitié  de  ta  surfece  du  dodécaèdre, 
nous  pourrons  répéter  les  méroes 
constructions,  en  choisissant,  parmi  les  diagonales,  celles  qui 
aboutissent  aux  sommets  F,  H,  L,  N.  Il  y  aura  donc,  sur  cha- 
cune des  deux  parties  de  la  surface  du  dodécaèdre,  six  arêtes 
d'un  même  cube; etc. 

^marqué.  Chaque  diagonale,  telle  que  EC,  prise  arbiuvire- 
ment  sur  une  face  AfiCDE  du  dodécaèdre,  détermine  un  hexaèdre 
inscrit.  Le  nombre  des  hexaèdre»  régulieri ,  itueriti  à  un  dodé- 
eaidre  réifulier  donné,  est  donc  égal  au  nombre  dés  diagonales 
d'un  pentagone,  c'est-ànlire^ffa/ii  ànq. 


Pr*M*He  1. 

Diviser,  en  deux  partie»  égaie»,  vn  arc  de  cercle  donné  (*). 

Pr«bt*aM  II. 

Divieer,  en  deux  parties  égaie»,  l'angle  formé  par  dtux  arc»  de 
grands  cercles  donnés. 


(*)  Les  problèmes  dont  nous  doDnons  Mnlemenl  \ts  inonds  sont  facilM 
k  résoudre,  mit  directement,  loil  par  In  companiMn  iTec  les  problèmet 
traites  dans  les  Livres  II  et  Itl. 
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rr«MèMe  III. 

À  un  iriasigle  donnif  ctrconMcrire  une  dreonférence. 


PMMèHM  IT. 

A  un  triangle  sphérique  donné,  inscrire  une  drconférence. 

Remarque.  Trois  plans,  menés  par  le  centre  d*une  sphère, 
déterminent  en  général»  sur  sa  surface,  huit  triangles.  Par  con- 
séquent, si  Ton  propose  de  tracer  une  circonférence  tangente  à 
trois  circonférences  de  grands  cercles,  le  problème  admet  huit 
solutions. 

Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  deux  côtés  et 
Vangle  compris. 

Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 

PraMème  TII. 

Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  les  trois  côtés. 


ProklèM«  ▼III. 

Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  côté  et  les 
deux  angles  adjacents. 

An  moyen  du  triangle  polaire ,  on  ramène  ce  problème  au 
Problème  V.  La  même  considération  permet  de  résoudre  les  deux 
questions  suivantes. 
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Problèiii«  IX, 


CoMtruire  un  triangle  sphérique^  connaissant  deux  angles  et  le 
côté  opposé  à  Fun  d'eux. 


Problème»  HL, 

Construire  un  triangle  sphériquCj  connaissant  les  trois  angles. 


PrAblème  XI 


Par  un  point  donné,  mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  à  un 
petit  cercle  donné. 


Problème  XII. 


D'un  point  donné,  comme  pôle^  décrire  un  cercle  tangent  à  un 
cercle  donné. 


ProblèBie  XIII. 

Tracer  une  circonférence  de  grand  cercle  tangente  à  deux  petits 
cercles  donnés. 

Remarque.  La  solution  de  cette  question  est  tout  à  fait  sem- 
blable i  celle  de  ce  problème  de  Géométrie  plane  :  Mener  une 
tangente  commune  à  deux  cercles  donnés. 


Problèoie  XIV. 


Tracer  une  circonférence  tangente  à  deux  cercles  donnés  et 
ayant  un  rayon  ephérique  donné. 

Remarque.  Ce  problème  admet,  en  général,  hmt  solutions. 
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Dioire  ime  circonférence  qui  pane  par  deux  points  donnée 
A,  B  et  qui  touche  un  cercle  donné  C. 

Par  les  deux  points  donnés»  faites  passer  une  circonférence 
quelconque,  coupant  en  D,  Ë  la  circonférence  du  cercle  donné. 
Tracez  les  sécantes  sphériques  AB,  DE;  et,  du  point  F» où  elles 
se  coupent,  menez,  au  cercle  C,  des  tangentes  sphériques  FG, 
FG'  :  les  points  G,  G'  sont  les  points  où  les  deux  circonrérences 
qui  satisfont  à  la  question  touchent  la  circonférence  donnée. 

(Voyez  Prob.  XXII,  Liv.  III.) 


Pr^Mème  X¥l. 


Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné  A,  et 
qui  toucJie  deux  arcs  de  grands  cercles  donnés. 

(Voyez  Prob.  XXIII,  Liv.  III.) 


Décrire  une  circonférence  I,  qui  passe  par  un  point  donné  A,  et 
qui  touche  deux  petits  cercles  donnés  B,  G. 

Nous  savons  (Th.  XXXI)  que  Tare  de  grand  cercle,  mené 
parles  points  de  contact  inconnus  M,  N,  passe  par  les  foyers  F,  G 
des  cercles  donnés.  Nous  savons  aussi  que  ces  foyers  sont  les 
points  où  vont  concourir  les  arcs  de  grands  cercles,  également 
inclinés  sur  les  circonférences  B,  C. 

Conséquemment,  si  les  cercles  donnés  sont  extérieurs  Fun  i 
Pautre,  où  s*ils  se  coupent,  nous  leur  mènerons  deux  tangentes 
sphériques  communes  (Prob.  XIII),  lesquelles  se  rencontrent 
aux  foyers  cherchés. 

Si  les  circonférences  B,  C  sont  intérieures  Tune  à  Pautre;  pre- 
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nons  les  points  K,  L»  où  elles  sont  respectivement  reneontrédi 
par  Tare  de  grand  cercle  qui  en  joint  les  pôles  ;  puis,  par  ces 
points,  Caiisons  passer  une  circonférence  coupant  B,  C  aux  points 
K'y  L'  :  Tare  de  grand  cercle  KX'  passe  par  les  deux  foyers 
(Th.  XXX  et  XXXI). 

Ces  points,  qui  remplacent  les  centres  d*homoihétie  de  deux 
cercles  situés  dans  un  même  plan,  étant  déterminés,  la  question 
s'achève  aisément. 

(Voyez  Prob.  XXIV,  Liv.  III.) 


rr^blèaie  «▼lit. 

Décrire  une  circonférence  tangente  à  trois  petits  cercles  donnés. 

Première  solution.Le  problème  se  ramène  è  celui  qui  précède. 
(Voyez  Prob  XXVIII,  Liv.  III,  première  solution.) 

Seconde  solution.  Pour  ne  pas  compliquer  les  constructions, 
servons-nous  de  la  figure  relative  au  cas  où  les  circonférences 
étaient  dans  un  même  plan  (p.  307).  Cette  figure  plane  n*est,  en 
aucune  façon,  la  projection  de  la  figure  sphérique  ;  mais  elle  per- 
mettra au  lecteur  de  se  représenter,  avec  plus  de  facilité,  des 
eonstructions  qui  devraient,  réellement,  être  effectuées  dans 
Vespace. 

Soient  donc  A,  B,  C  trois  petits  cercles  situés  sur  la  surface 
d*une  sphère  donnée;  et,  parmi  les  huit  circonférences  qui  peu- 
vent satisfaire  à  la  question,  considérons  abc,  qui  touche  exté- 
rieurement ces  cercles,  et  a'6'c',qui  les  touche  intérieurement. 

La  droite  aa',  menée  par  les  points  de  contact  du  cercle  A 
avec  les  cercles  cherchés,  est  une  génératrice  du  cône  (a6c,  a'b'c') 
déterminé  par  ceux-ci  (Th.XXXI).De  même  pour  bb'  et  pour  ce/. 
Ainsi,  ces  droites  concourent  en  un  même  point  o,  centre  ou 
sommet  de  ce  cône.  Et  comme  ces  droites  sont  des  cordes  de  la 
sphère,  nous  avons  oa.oa':=ob.ob'=^oc.oe'  (Th.  XII);  d*où  il 
résulte  encore  que  le  sommet  o  est  le  point  où  se  coupent  les 
plans  des  cercles  donnés  (Th.  XV).  Si  l*on  suppose  ce  point  o 


jmttmtMTs  n-  ruMUais 


joâl  M  eenlre  île  la 

sfbtn  pir  Due  droite. 


|KHmP(lM 
sar  b  ignre),  kqnd 
est.  loni  i  b  fois,  Tub 
da  fewn  des  cercles 
cberebéa  (Th.  XXXI), 
et  le  point  d'où  Toa  peut 
mener,  «m  circonféreo- 
ccs  A,  B.C.  des  tan- 
gentes ^ibériques  ^f 
les  (Hi.  IVII). 

Les  sammets  m,  h', 
m'  des  eAoes  (A,  B), 
(B.C),(C.AXaaiitsilaéi 
sur  la  droite  suivant  la- 
quelle se  coupent  les 
plans  des  cercles  abe, 
a'ftV  (Th.  XXXII);  ti 
cette  droite  est  le  lien 
des  pointa  d'^le  poïs- 
sanee  par  rapport  ft  ces 
cercles  (TÎJ.  XV).  Doue 
les  tangentes  en  a,  a! 
doivent  concourir  es 
un  point  x,  situé  sur 
cette  ligne;  et  il  en  est 
de  ménie  pour  les  tan- 
gentes aux  points  b,  b', 
et  pour  les  tangentes 
aui  points  c,  c*. 

La  polaire  du  point 
X,  relativement  aa  cep- 
de  A ,  est  la  corde  de 
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contact  aa'  ;  donc  le  pôle  p  de  mm! m'*  doit  se  trouver  sor  cette 
corde. 

De  là,  par  le  principe  de  la  projection  conique,  on  conclut  que  : 
le  point  conjugué  de  la  circonférence  de  grand  cercle  mm'm", 
relaHvement  au  cercle  directeur  A,  est  eitué  sur  la  circonférence 
de  grand  cercle  passant  par  les  points  de  contact  a ,  a'. 

Donc  :  1*  Construisez  les  foyers  des  cercles  donnés,  pris  deux  à 
deux;  3*  tracez  la  circonférence  de  grand  cercle  passant  par  trois 
de  ces  foyers;  3»  clierchez  les  points  conjugués  de  cette  ligne,  par 
rapport  à  chaque  cercle  ;  4^  joignez,  par  des  arcs  de  grands  cer- 
cles,  ces  points  conjugués,  au  point  F  d'oi^  l'on  peut  mener,  aux 
cercles  A,  B,  G,  des  tangentes  sphériques  égales  :  les  intersections 
de  ces  arcs,  avec  les  circonférences  données,  sont  les  points  de 
contact  cherchés. 

(Voyez  Prob.  XXVIII,  Lîv.  III.) 


Pr«Mène  XIX 


Quel  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  C  des  triangles  sphê- 
riques  construits  sur  une  base  donnée  AB,  et  dans  lesquels  la  dif^- 
férence  entre  la  somme  des  angles  à  la  base  et  l'angle  au  sommet 
est  constante? 

Soit  P  le  pôle  du  petit  cercle  passant  par  les  sommets  A,B,  C. 

Si  nous  menons  les  arcs  de  grands  cercles 
PA ,  PB,  PC,  nous  décomposons  le  triangle 
ABC  en  trois  triangles  isoscèles.  Or,  E  étant 
Y  excès  donné  [G.,  671],  et  a,  ^,  y  les  angles  à 
la  base,  dans  ces  trois  triangles,  Tégalité 


équivaut  à 


d*où 


CÂB  -^  CBA  -^  ÂGB  B  E 


p-^y4-«t-*.y— (pH-a)=BE; 


.=1. 
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AÎDsi,  le  triangle  isoscèle  APB  est  déterminé.  Par  conséqueni, 
le  lieu  cUrchè  eit  Parc  du  petit  cercle  dont  P  eit  le  pôle,  et  qm 
patee  par  Ut  extrénàti»  A ,  B  de  la  bau  tbmnie. 


Quêl  ett  le  lieu  géométrique  des  tommett  C  dei  triaugU»  tphi' 
rique$  de  même  baie  ÂBelde  même  surface? 
En  représentant  par  m  le  rapport  du  triangle  ABC  an  triante 
trireclangle,  et  en  prenant  pour  unité  l'angle 
droit,  nous  avons 

A  +  B-»-  C  — Sbim. 

Prolongeons  les  cAtéa  AC,  BC  jusqu'à  ce 

qulls  rencontrent  la  circonférence  ABA'B', 

aux  points  A',  B';  nous  formons  un  triangle 

A'B'Cjdans  lequel  les  angles  A',  B'  sont  les  suppléments  respce- 

tifs  des  angles  A,  B.  L'égalité  précédente  devient  donc 

3_A'-t-2  — B'  +  C  — 2=-m, 
on 

A'-t-B*— C— 2  — m. 

Ainsi,  la  différence  entre  l'angle  C  etla  somme  des  angles  A', 
B*  est  oonsunte;  donc  le  punt  C  décrit  un  arc  de  petit  cercle 
passant  par  les  points  A',  B'.  C'est4-dire  que  : 

Le  Ueu  géométrique  det  aommett  des  trianglei  sjJiérique»,  de 
même  bote  et  de  même  surface,  ett  un  arc  de  petit  cercle  paitaiU 
par  le*  point»  diamétralement  oppoiè»  anx  extrémilêi  de  bt 


f  /  Cette  propoiition  ett  eonnue  miu  le  nom  de  Thiorèm»  de  LattO.  La 
démonitntlaD  «î-des«u,  remarquable  par  U  limplidl^  est  dse  k  Sleintr. 
(Voyei  Jwniol  dt  Liouti^UuaeWl,  p.  113;  lUl.) 
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^marque.  Soit  V  le  paie  de  ce  pelit  cercle.  Si  l'on  désigne 
par  /  les  angles  ï  la  base,  dans  le  triangle  isoscéle  A'P'B',  on  a 


Construire  un  triangle  iphérique  ABC ,  eonnaiuant  deux  som- 
mets A,  B,  un  angle  A ,  et  la  surface. 

Soit,  comme  dans  le  problème  précédent, 
A  -»-  B-+-C— 2=m. 

Soient  A',  B'  les  points  diamétralement  opposés  &  A,  B.  Con- 
struisez le  triangle  isoscële  A'P'B',dans  lequel  A'=  B'=  1  —  ;  m  ; 
puis,  du  point  P'  comme  pôle,  décrivez  le  petit  cercle  A'B'C:  il 
détermine  le  sommet  cherché  C. 


Dans  un  triangle  spfiérique  A  BC,  on  mène  les  arcs  de  grands 
cercles  AD,  BE,  CF  (*)  qui  le  divisent,  chacun,  en  deux  parties 
équivalentes.  Comment  se  coupent  ces  trois  lignes? 

Les  triangles  ABD,  AEB,  moitiés  de  ABC,  sont  équivalents. 
Ces  triangles  ont  même  base  AB; 
donc  les  points  D,  E  appartiennent 
à  une  circonférence  de  pelit  cer- 
cle, passant  par  les  points  A',  B', 
diamétralement  opposés  &  A,  B 
(Prob.  XX).  Ainsi,  les  points  D, 
E,  A',  B'  sonisituésdansunméme 
,  plan.  Pour  la  même  raison,  les 
points  E,  F,  B',  C  sont  dans  un 
même  plan;  et  aussi  les  points 
F,D,C',A'. 


(*)  Non  représenlés  sur  la  figare. 
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Ces  trois  plans  fiuwent  un  aogle  u-ièdre  S,  ayant  pour  arêtes 
A'D,  B'E,  CF.  Par  conséqiienl,  les  arcs  de  grands  cercles  ADA', 
BEB',  CFC  se  coupent  en  un  même  point,  situé  sur  le  diamètre 
OS.  On  a  donc  ce  théorème  remarquable,  dû  à  Steiner  : 

Les  arct  de  gratuit  cercle»,  menée  par  Ut  tomtneti  d'un  triattgle 
sphériqw,  et  qui,  chacun,  divùent  ce  triangle  en  deua  partiet 
éqmvalentet,  te  coupent  en  vn  même  point. 


Praklème  XXIII. 

Étant  donnée  l'arête  c  d'un  polyèdre  régulier,  trouver  lerayon  R 
de  laiphère  circonscrite  et  le  rayon  t  de  la  sphère  inscrite. 

Tétraèdre.  On  sait  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  aom- 

Imels  A ,  D ,  sur  les  faces  opposées ,  se  coupent 
en  un  point  0 ,  situé  aux  trois  quarts  de  cha- 
cune d'elles,  à  partir  du  sommet  correspon- 
dant [C,  281].  D'ailleurs  ce  point  O  est  le 
centre  commun  de  la  sphère  inscrite  et  de  la 
sphère  circonscrite;  ainsi 

R=3r. 

De  plus,  dans  le  triangle  recUngle  OGD, 
ÔD*— ÔG*  =  GD', 


Ces  deux  équations  donnent 


4  12 


Hexaèdre.  Evidemment 
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Octaèdre.  Les  droites  OA,  OB,  OC,  perpeDdiculaires  entre 

elles,  sont  égales  à  R.  Donc 


ou 


R= 


dessus. 


d*où 


1/2 

Si  nous  menons  OG  perpendiculaire  à 
ABC,  cette  droite  est  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite  à  Toctaèdre.  On  a  donc,  comme  ci- 


3 


c 


Dodécaèdre.  Dans  un  pentagone  régulier  ABCDE,  dont  c  est  le 

côté,  menons  le  rayon  OB  «*  R'  et  la  dia- 
gonale AC  <=  d.  D'après  le  Théorème  I 
du  Livre  IV,  le  côté  c  est  égal  au  plus 
grand  segment  de  la  diagonale  dy  partagée 
en  moyenne  et  extrême  raison;  donc 

1 


4 


Cela   posé,  assemblons  trois  triangles   égaux  à  ABC»  Nous 

obtiendrons  un  tétraèdre  GABH,  dans 
lequel  Tangle  trièdre  B  est  Tun  de  ceux 
du  dodécaèdre  [C.,  692]«  Si  donc  nous 
abaissons  BLI  perpendiculaire  à  CAH;  si 
nous  prenons,  sur  BF,  BO«==R'  ;  et  si  enfin 
nous  menons  01  perpendiculaire  à  ABC,  le 
point  I  sera  le  centre  du  dodécaèdre. 


mê  'ntemtMts  et  memtkmEs 

Lef  irtesles  BLF,  BCM  dooiicm 

»F_Ft 
Bl~ôr' 

W_FL 
Pour  évaluer  le  rapport  de  BF  à  FL,  obserroos  que 


elque 


FL  =  iFe  =  -iil^5. 
5  2 


Donc 


v/«--k 


'  :-'  »^' 


puis,  en  remplaçant  c  par  sa  valeur  : 


Kj{^^^-i>-i_^/7^Z^^ 


l|/3 
3 

Le  triaiigli;  BOI  donne  ensuile 

bT  — oi'="b5'. 

ou 

R»  — r»  =  R'*. 


Le  rayon  R'  du  cercle  circonscrit  au  pentagone  régulier  a  pour 


-algur [G.y  3451  :  la  dernière  équation  devient  ainsi, 

en  venu  de  la  précédente, 

—  2c* 

(14— 6V/5)r»= 


5-.V^5' 


DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE.  431 

d'où 


Nous  avons  donc 


et,  par  suite. 


^'^  40 


1   x/ss-t-nï/s 

r  =  -e  y   ; 

4 


Icosaèdre.  GonstruîsonSy  avec  c  pour  côlé,  un  pentagone  régu- 
lier ÂBGDE.  Prenons  cette  figure  pour 
base  d'une  pyranoide  régulière  ayant  G 
pour  sommet,  et  dans  laquelle  Tarète 
soit  aussi  égale  à  c.  Enfin,  par  le  centre 
I  du  triangle  équilatéral  AGB,  élevons, 
au  plan  de  ce  triangle,  la  perpendiculaire  10  coupant  en  0  la 
hauteur  GF.  Le  point  0  sera  le  centre  de  Ticosaèdre  [G.,  693]. 

Gela  posé,  si  nous  abaissons  GH  perpendiculaire  à  AB,  et  que 
nous  menions  HF,  les  triangles  GIO,  GHF  donnent 

GO      jO 

gh'^fh' 

Or, 

GO  =  R,    10  =  r,    CH=icl/3. 

z 

De  plus,  la  droite  HF,  apothème  du  pentagone  régulier  ABGDE, 
a  pour  (^pression 


^    j/iO  — 2i^5 


Remplaçant  donc  les  lignes  par  leurs  valeurs,  dans  la  propor- 
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tioD  ci-dessus,  nous  trouvons 


On  a  aussi,  comme  précédemment, 

5 
Ces  deux  équations  donnent*  par  un  cakul  raeile, 

R==ic/îoTlî^,     r  =  ;^c /6(7  +  3V^5). 


Pr#MèBie  XXIIT. 

Connaissant  le  rayon  R  cTtine  sphère^  iromjer  ParéU  t  é\m 
polyèdre  régulier  inscrit,  et  le  rayon  r  delà  sphère  inscrite  à  ce 
polyèdre. 

Si  Ton  résout,  par  rapport  à  c  et  à  r,  les  formules  trouvées 
dans  le  Problème  XXIII,  on  arrive  aux  résultats  suivants  : 

Tétraèdre,     c  =  -R  1/6,     r  =■  -  R. 

o  o 

Hexaèdre,     c  =  -R  k3,     r  =  -  R  k  5. 

3  3 

Octaèdre.      c  =  RJ/â ,        r  =  ^  RKl. 


Dodécaèdre,  c  =1  R(l/Ï5  — 1/3),  r=  R  V       .!,    ^- 

3  la 

Icosaèdre.     c  =  i-|/lO(6— I^S),  r -=  R  V  ^'*'         • 

o  15 


DE  6É0MÉTRIB  ËLtHEHTAlRE.  4» 

Remarqtie.  Le  rayon  de  la  sphère  inserhe  ayant  ta  même 
valeur  pour  le  dodécaèdre  et  pour  ricosaèdre»  on  voit  que,  si 
ces  polyèdres  sont  inscrits  à  une  naéme  sphère,  ils  seront  circon- 
scrits aussi  à  une  même  sphère.  La  même  propriélié  subsiste  pour 
rhexaèdre  et  Toctaèdre.  Ces  deux  résoltats  s'accordent  avec  ce 
que  Ton  sait  sur  les  polyèdres  conjugués  [G.,  698]. 


Trouver  Vaire  A  et  le  volume  V  d'un  polyèdre  régulier  y  inscrit 
à  une  sphère  dont  le  rayon  est  R. 

Nous  venons  d'exprimer,  en  fonction  de  R,  Taréte  c  du  polyè- 
dre régulier;  sîdonc  nous  désignons  par  a  Taire  de  chacune  des 
faces,  nous  trouverons,  par  les  formules  connues  [6.,  349],  les 
valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre,    a  =  -  c«  l^3  =  R«t/5;      A=--R*l/3. 

4  3 

4 

Hexaèdre,     a  =  c'  =  -  R*  ;  A  ==  8  R*. 

5 

Octaèdre,      o  =«i.c«V5«-il«kl;   A=4RV3^ 
Dodécaèdre.  a=j^c'  


6 

À  10     '  ' 

Aeioellement»  multiplions k  valeur  de  A  |ar  {r;  nous  aurons 


494  THÊOEÈMES  ET  PROBLÈMES 

le  Yolume  V  du  polyèdre;  savoir  : 

Tétraèdre.    V— -jR»l/S*lR=^R*i^. 

Hexaèdre.    V=8R«.1rI/5  =  ?R»1/3. 

9  9 

Odaèdre.      V  «  4R*»/3 .-  Rl/3=-  R». 

9  3 


L«»^i^SriP5).-lR\/iïî^ 


Dodécaèdre.  V  =r  2R' 

15 


=|r»  1/30(3-4-1/5). 


Jcoêaèdre.      V  =  2R*(5 1^5  — 1/45) 

=  |R»KïoTiv7i. 

3 


— 1/45  .^R  V 


3  15 


{/h«  sphère  variable  S  se  meu^  en  touchant  continuellement  trois 
sphères  fixes  A,  By  C,  données  de  grandeur  et  de  position.  Quelle 
est  la  courbe  décrite,  sur  chacune  de  celles-ciypar  son  point  de  con- 
tact avec  la  sphère  mobile? 

Soient  a»  6,  c  les  points  où  la  sphère  S»  considérée  dans  une 
quelconque  de  ses  positions»  touche  respectivement  les  sphères 
A9  B,  C  ;  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  celles-ci  soient, 
deux  à  deux,  extérieures  Tune  à  Tautre ,  et  que  la  sphère  S  les 
touche  extérieurement. 

Le  point  a  est  évidemment  le  centre  de  similitude  inverse  des 
sphères  S,  A  ;  de  même,  b  est  le  centre  de  similitude  inverse  des 
sphères  S,  B  ;  donc  la  droite  ab  passe  par  le  centre  de  similiuide 
directe  des  sphères  A,  B  (Liv.  III  et  Liv.  VI). 

Pour  la  même  raison,  la  droite  bc  passe  par  le  centre  de  simi- 
litude directe  des  sphères  B,  C,  et  la  droite  ca  passe  par  le  cenu^ 
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I  de  similitude  directe  des 
sphères  C,  A.  Donc  le 
plan  des  trois  points  de 
conisct  a,  b,  c  passe  par 
l'axe  de  simililude  di- 
recie  des  sphères  don- 
nées. Il  est  évident,  en 
oulre,quece  plan  coupe 
les  quatre  sphères  sui- 
vant des  cercles  tels, 
que  celui  qui  apparilenli 
S  touche  les  iroisauires. 
Soient  abc,  aa'a", 
bb'b",  cc'c"  ces  quatre 
cercles.  Soient,  de  plus, 
m,  m',  m"  les  centres 
de  similitude  dont  il 
vient  d'être  question  : 
ces  points  sont,  es  mê- 
me temps,  les  centres 
de  similitude  des  trois 
derniers  cercles,  consi- 
dért^s  deux  à  deux. 

Le  point  de  contact  a 
est  sur  la  droite  qui  joint 
le  centre  radical  o  de 
ces  mêmes  cercles  au 
pAle  p  de  leur  axe  de 
similitude,  ce  pôle  étant 
relatif  au  cercle  aa'a" 
(Liv.in,Prob.XXVIII). 
Or,  le  lieu  décrit  par  le 
point  p,  quand  le  plan 
de  la  figure  tourne  au- 
tour de  l'axe  mtn'm", 
est  la  droite  réciproque 
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de  cet  axe  (Th.  VII);  et/  d*UD  autre  eAté,  il  est  clair  que  le  Um 
du  centre  radical  o  esi  Taxe  radical  des  sphères  A»  B,  C  Censé- 
gemment,  le  lieu  du  point  a  est  la  esreonférenee  suivant  laqaelie 
le  plan  de  ces  deux  droites  conpe  k  qphére  A. 

Les  notaies  raisonnements  s*appliqaeraient  aux  lieux  déerits 
par  les  points  6et  c.  On  a  done  ce  théorème  : 

Quand  une  sphère  variabte  S  se  mumi  en  Umchani  ecnHnrnBt^ 
ment  trois  sphèt^s  fixes  A»  B,  C»  Ip  iKnc  décrit  sur  dWrcnne  ée 
celles-ci,  par  son  point  de  comtmct  mmc  le  première  spkire,  csf  nn 
petit  cercle  dont  le  plan  est  perpemékmhire  i  tthri  qm  enUad 
feâ  centres  des  trois  sphère$  données  (*)• 


mtmmmmm^ 


(')  Cette  propriété  remarqaaUe  a  été  iécaanirte  par  DopaU, 
élère  de  l*École  polytechnique,  aMNrt  aa  «awagaggiaent  de  ce 


LIVRE  VIII. 


Un  demi-décagone  régulier,  dont  le  côté  est  c,  tourne  autour 
du  diamètre  du  cercle  inscrit.  Quel  est  le  volume  Y  du  corps 
engendré? 

Ce  corps  se  compose  de  celui  qui  est  engendré  par  le  secteur 

polygonal  régulier  OBCDEFO,  augmenté  des 
cônes  engendrés  par  OAB  et  06F. 
Or, 

▼oL  OB ...  FOn»aaK>A  .20A  .-OÂ  «»  -  «oT  » 

3  3 

vol.  OAB  =  vol.  OGP  =    irÂF .  OA  ; 

3 

donc,  en  appelaot  a  Tapothème  OA,  nous  avons 

Ves  -ira* H-  -iror. 
4  o 

Dans  le  déeagrae  régulier,  le  rapport  de  Tapothème  au  côlé 
est 

3 


ainsi 


Vc=-—irc*[2(5 -4-21/5) -|.|]J^3^tl^8 
=-  i. nc»(41  -1-41/5)  Vu  -♦-  2|/5; 
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OU,  en  effeetuant, 

V  =  — ire*Kï8S5-f-844k^. 

L'expression  du  volume,  ea  fonciioD  de  l'apolbème  a,  so^it 
bien  dkhiis  compliquée. 
Enefièt, 

V=-»o»-H?ito»  î— ==^«û»  -•-  — «fl'{S-2l^}, 

3  a        3  +  21/5       5  15 


=  -W(l5-2VT). 


i4  une  demi-arcon/ërence  ABD,  on  mèiu  une  tangente  DC; 
après  quoi  l'on  fait  tourner  ta  ligne  AFDC  autour  de  ABC.  Com- 
ment doit-on  prendre  la  tangente  pour  gue  la  surface  conique, 
engendrée  par  cette  droite,  ait  un  rapport  donné  m  avec  la  turfaee 
de  la  zone  engendrée  par  AFD? 

D'après  1  énoncé,  on  doit  avoir 

CD .  DE 

2R7ÂË^'"' 
R  étant  te  rayon  de  la  sphère. 

Menons  le  rayon  OD  :  tes  triangles  CDE,  DOE  donnent 


CD 

DE 

OD 

~ÔË' 

CD- 

«5! 

OE 

DE' 
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Mais 

DË*«AE.BE; 

donc 

BE 

OE 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  doit  partager  le  rayon  OB 
en  deux  segments  BE,  OE,  dont  le  rapport  soit  double  du  rap- 
port donné  ;  etc. 

ProMèMO  III. 


Quelle  est  l'étendue  A  de  la  partie  de  la  surface  du  globe^  visible 
pour  un  aéronaute  placé  à  une  hauteur  h  au-dessus  du  sol? 

Si  Ton  conçoit  un  cône  DCG  circonscrit  à  la  sphère  terrestre  0, 
et  dont  le  sommet  C  soit  l'œil  de  Tobservateur,  le  petit  cercle  DG 
séparera  la  zone  visible  DBG  de  la  zone  invisible  DAG.  Nous 
aurons  donc,  en  désignant  par  R  le  rayon  de  la  Terre,  et  par  x  la 
hauteur  BE  de  la  zone  cherchée^ 

A  =  2irRx. 

Menons  le  rayon  OD  ;  nous  aurons  aussi,  dans  le  triangle  rec- 
tangle CDO  : 

R«=(R  — a;)(RH-A). 

Cette  équation  donne 

RA 

R^ft* 
doù 

A  =  27rRA- (I) 

Pour  réduire  en  nombres  cette  formule,  observons  que  la 
circonférence  de  la  Terre,  supposée  sphérique,  est  égale  à  qua- 
rante millions  de  mètres,  et  que,  la  hauteur  h  étant  presque  tou- 
jours une  petite  fraction  du  rayon  terrestre,  on  peut,  du  moins 
pour  une  preniière  approximation,  négliger  h  dans  le  diviseur. 
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On  a  donc,  à  fort  peu  près, 

A  a  40  000 000  A  mètres  carrés, 
ou 

A»  (4  OOOA)  hectares, (2) 

la  lettre  h  représentant  maintenant  le  rapport  entre  la  hauteur 
donnée  et  le  mètre. 

Pour  obtenir  une  valeur  plus  approchée,  il  su£St  de  rempla- 
cer 

R 


4-'-5-(y"-- 


R  •♦■  A 

**R 

par  ce  développement  limité  à  un  certain  terme,  au  deuxième, 
par  exemple. 

Comme  application,  supposons  A  «=5  000:  la  formule  (2) 
donne 

A  t»  20  000  000  hectares. 

Cette  valeur  est  trop  grande  :  pour  la  corriger,  il  faut  la  multi- 
plier par  1 — \'0t, 

40000000       âOOOOOOO 


donc 

h        9r.5000 


R      SOOOOOOO' 
puis 

A  »  (20000000  —  5000r)  hectares  =  19984992  hect 

Cherchons  à  quelle  hauteur  Taéronaute  devrait  s^élever  pour 
apercevoir  une  zone  terrestre  équivalente  à  la  surface  de  la 
France.  D  après  Bravais  (*),  la  superficie  de  notre  territoire  est 


(*)  Patricky  tome  I'%  page  2.  Celte  évalaation,  faîte  autrefois  par  moQ 
savaot  et  regrettable  Camarade,  n'est  malheureusement  plus  exaete! 
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de  52  768  600  hectares;  donc,  par  la  formule  (2), 

^      52768600 

h  = =  13192. 

4000 

Pour  avoir  une  valeur  plus  approchée,  résolvons,  par  rapport  à  A, 
Téquation  (1);  nous  aurons 

_  AR 

A  = 


2irR*— A' 

d'où,  à  fort  peu  près, 

2tR  \         27rRV 

Le  facteur  ^^  est  précisément  la  valeur  de  h  que  nous  avons 
obtenue  tout  à  Theure  ;  donc 

/        1319â\  /  131929r  \ 

*=  13192  1  -^-^^r^    =  13192  (l  >»- J  ) 

\  R    /  V        20000000/ 


On  a 


13192V  TT 
^3192+— -———=13192-^  y. 
20000000  ^ 


log  13192       =       4,1203106 


2Iog13l92       =        8,2406212 
-4-  log  TT  «=       0,4971499 

—  log  20000000  =  —  7,3010300 


log  y  =        1,4367411 

y=27,... 
A  =r  13219. 

Ainsi,  pour  embrasser  dans  son  horizon  toute  la  France, 
Taéronaule  devrait  s'élever  à  une  hauteur  d'environ  13  219  mè- 
tres. 
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par  Ut  extrémitéê  de  deux  rayons  OB,  OC,  on  mène  le»  tan- 
gente» BA,  CA,  leiguellei  te  couper  en  A.  On  propote  d'expri- 
mer, en  fonction  du  rayon  H.  et  delà  projection  BE  de  l'arc  CPB, 
ht  volumes  det  corpt  engendré»  par  le  triangle  BOC,  par  le  »eg- 
mentBCF,et  par  te  triangle  mixtitigne  BACP,  lorsque  ce»  trott 
figure»  tournent  autour  du  rayon  OB. 

MeDODs  OA  :  ceue  droite  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la 
corde  BG.  Soient  CE  =x,  AB=jf,  BE=A. 
Nous  aurons  d'abord  : 

vol.  BOC  =  r  =  -»Ri*; 

2 
vol.  BCF  =  v'  —  -  nB}h—v; 

vol.  BACF  =  V"  =  vol.  BACE  —  vol.  BFCE 

En  second  lieu,  la  perpendiculaire  CE  est  moyenne  propor- 
lionnelle  entre  les  deux  segments  du  diamètre  ;  donc 


Déplus, 


»'  — *(2R  — »). 


ABBC 
BC~CÊ' 


"  ^  ^rK  ^°     r' 


.1»II*(SH  — ;.),    t>-— i.R*', 
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Remarque.  —  I.  Si  A  =  R,  les  rayons  OB,  OC  sont  perpendi- 
culaires entre  eui,  et 


Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  lès  trois  corps  proposés  sont 
équivalents  entre  eux,  et  chacun  d'eux  est  le  quart  de  la  sphère. 

II.  En  général,  il  existe,  entre  les  trois  volumes,  la  relation 

Sfu -*-«')' -4- 6(w  -t-  «')o"  — 8)tR*  =  0. 


Calculer  le  volume  d'une  lentilte  biamvvxe  ACBC,  connaissant 
jon  épaiaieur  CC,  et  les  rayons  R,  R'  des  sphères  0,  0'  qui  en 
forment  les  deux  faces. 

Si  la  figure  CAC  tourne  autour  de  00',  les  demi^segments  cir- 
culairesCAD,  CAD  engendrent  deux 
segments  sphériques,  dont  l'ensem- 
ble constitue  la  lentille. 

Désignons  par  A,  h'  les  hauteurs 
CD,  CD  et  par  V  le  volume  cher- 
ché; nous  aurons  d'abord  [G.,  757]  : 


V=-«(A-«-A')[5Ab  +/,'-^-A''— AA'] 
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Représentant  par  e  Tépaissear  de  la  lentille,  nous  tirons,  de  ertte 
proportion, 

h  h' 

SR'—e  H-  A*"  2R  —  e  —  A'  * 

puis 

h  h'  e 


2R'— e      2R  — e      S(R+R'— e) 

Conséquemment, 

^         m'-e)e  (2R  -  e)  e  .^, 

*-2(R^.R'_e)'     *-2(R  +  R'_e)     '    '    -    W 

La  proportion  (5)  donne  encore 


2R'— A'      2(R^R')— e 
Donc 


Au  moyen  de  celte  valeur,  et  de  A  h-  4'  «h  e»  la  formule  (1) 
devient 

V = -  tr  [6  (R  -H  R')  AA'  —  4eAA'  ^.  e(A«  -^  A*^], 
6 


ou 


V«i7r[6(R^R'  — e)AA'^e^. 
6 


D'ailleurs,  à  cause  des  formules  (i), 


(2R  -  e)  (2R- -  e)  ey 
'^''"^     4(Rh.R'-€)«     ' 


donc  enfin 


V«  i  »t; — ^; [I2RR'— 4  (R  +  R')e  -*-  e^. 

12     R^R'  — e"-  ^  '  ^ 


DB  GtOKÉTIUB  tLCMEITUIItE. 


Un  cône  eu  drcotucrit  à  deux  tphère» ,  tangente»  extérieure- 
ment.  Quel  est  le  volume  de  l'espace  compris  entre  les  trois  tur- 


Par  la  ligne  des  centres  faisons  passer  un  plan  quelconque  :  il 
(Kiupe  les  sphères  suivant  des 
circonférences  OC,0'C  tangentes 
en  C  et  la  surface  du  cdne  sui- 
vant une  droite  AA',  tangente 
aux  deux  circonférences. 

Le  volume  V.qu'il  s'agit  d'éva- 
luer, est  celui  du  corps  engendré 
par  la  figure  ACA'.  Or,  si  nous  abaissons  AB,  A'B'  perpendicu- 
laires 6  la  ligne  des  centres,  nous  aurons,  en  retranchant  du  tronc 
de  cône  engendré  par  ABA'B'  les  segmenu  engendrés  par  ABC» 
A'B'C  : 


jtBB'  (AB  -+-  Â^  -f  AB .  k'B") 


1-S7?). 

Menons,  par  le  centre  0',  la  parallèle  (VD  1  la  tangente  com- 
mune AA'  :  l'angle  D  est  droit;  par  conséquent,  les  triangles 
AOB,  O'OD  sont  semblables;  et 


OB  — OE 

OA       „  R  -  R' 

00-     "r  +  e' 

Cette  valeur  de  OB  doone  : 

âb". 

R-B- 
■*(R.R' 

'•    ^-'(r'^rt- 

BC. 

SRR' 
"  R  -1-  R'  ' 

B-i^-^ 
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puis 

V=3  ir  __j[4(R*  H-R'*  -f.  KR')- 5lR*^  R')-  àRR']; 

ou  enGn 

„      4      R«R'« 


3     R-H  R' 

Remarque.  Nous  avons  trouvé,.par  le  calcul,  BC=B'C  :  il  est 
facile  de  vérifier,  géométriquement,  que  ces  deux  segments  sont 
égaux. 


Le  litre,  qui  sert  à  memrer  les  liquides^  est  un  cylindre  dam 
lequel  la  hauteur  est  double  du  diamètre  de  la  hase^  et  dont  la 
capacité  est  de  1  décimètre  cube.  Calculer^  à  moins  de  j^de  tnt'Ut- 
mètrey  les  dimensions  de  ce  corps. 

Prenons  pour  unité  le  décimètre,  et  représentons  par  h  la  hau- 
teur du  cylindre^  nous  aurons 


d^où 


II  s'agit  de  calculer  cette  expression^  à  moins  de  j^  d'unité. 
Multiplions  les  deux  membres  par  1000  : 

1 000 A=.  V  16  000 000  000  X -, 

nombre  qu'il  faut  évaluer  à  moins  d'une  unité. 

Le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence^  représenté  par  ^, 
est  compris  entre  0,3  183  098  et  0^3  183  099  :  si  nous  adoptons 
le  premier  nombre,  nous  aurons 

16  000000  000  X  -  =5  092  956  800. 
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Cette  valeur  peut  différer,  de  la  véritable,  d'environ  1600  unités. 
Hais  cette  erreur  n'influe  pas  sur  la  racine  cubique,  attendu  que 
celle-ci  a  quatre  chiffres  (*). 

Extrayant  donc  la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans 
5  092  956  800,  on  trouve  1  000  A  =  1  720;  d*où 

A  =  iV20=  172— ,0. 

Ainsi,  la  hauteur  du  litre  =:172'"'"/0,  et  le  rayon  de  la  base 
=  43™-,0. 

Pour  vérifier  les  calculs  précédents,  opérons^par  logarithmes; 
n«)us  trouvons 

]ogiG=      i/i04i200 

-log  K  ■=  —  0,4971499 


0,7069701 


-  =  0,2336567  =  log  h 
5 

h  =  1 .7205. 


Pr«lilèBie  Tlll. 

Les  angles  d'un  triangle  sphérique  sont^  respectivement, 
A  — 48M8',    B  =  63M2',    Cn=  73*24'; 

le  rayon  de  la  sphère  est  R=a0"'^19.  Calculer,  à  moins  de  4  milli'- 
mètre  carrée  la  surface  du  triangle. 

En  prenant  pour  unités  Tangle  droit  et  le  triangle  trireetangle, 
on  a,  pour  mesure  du  triangle  [G.,  745], 

T  =  A  -*-  B  -4-C  — 2. 
D*aprcs  les  données,  la  somme  des  trois  angles  est  184*54; 


(*)  Voyei  le  Manuel  d* A  rithméfique. 
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doue 

184 +  — 
^^ 60      ^^49 

'^       90  ™900 

Ainsi,  le  triangle  proposé  est  équivalent  aux  ^  du  triangle 
trireetangle. 

D*un  autre  eôlé,  le  eentimètre  étant  pris  pour  unité.  Taire  de 
la  sphère  est  Air  (19)*  [(?.,  742];  eelle  du  triangle  trireetangle 
est  donc  î^(19)^«  P&r  suite»  Taire  du  triangle  proposé  a  pour 
valeur 

361 .49 

1800 

En  opérant  par  logarithmes,  on  trouve 

log  ir       =      0,49714987 

log36l    =      3,55750720 

log  49     =      1,69019608 

—  log  1800  =  —  3,25527251 


log  a       «      1,48958064 
a  s=  30,873 


••• 


La  surface  du  triangle  est  donc  d'environ  3  087  millimètres 
carrés. 


rr^Mèaitt  IX. 


CircoMcriref  à  une  tphère  donnée^  un  cône  droit  dont  la  sur- 
face totale  soit  équitxilente  à  celle  d'un  cercle  donné  (*). 

Coupons  les  deux  surfaces  par  un  pian  quelconque,  passant 


(*)  Ce  problème  a|i|»artient,  à  proprement  parler,  à  V Application  del'Al- 
(fèbre  à  la  GéomitrU,  La  même  remarque  s'applique  à  quelques-uns  des  pro- 
blèmes suivants. 
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saîvanl  l'ne  du  cône  :  nous  obtiendrons,  pour  sections,  un  trian- 
gle isoscèle  ASB,  et  un  grand 
cercle  CDE,  inscrite  ce  triangle; 
en  sorte  que  les  deux  corps  dont 
il  s'agit  sont  engendrés  par  le 
triangle  rectangle  CAS  et  le  de- 
mi-cercle CDE,  tournant  autour 
de  se. 

Représentons  par  R,  a,  x,  y, 
z  le  rayon  OC  de  la  sphère,  le 
rayon  du  cercle  donné,  le  rayon 
AC  de  ta  base,  la  hauteur  SC,  et 

rapoibèoM!  AS  du  cane;  nous  aurons  d'abord 


x(x*z)-a'.     .    .     . 
Les  trimigli's  semblables  ACS,  ODS  donnenl 
AC      AS 

ôô—ôs' 


(0 


Ï-R 


•    ■    (2) 


En  considérant  les  mêmes  triangles,  et  en  observant  que  la 
tangente  SD  est  moyenne  proportionnelle  entre  SC  et  SE,  nous 


aurons  encore 


8       l/j,(y-  2R)  ' 


x.=  R'^L. 


La  relation  (3)  donne 


Au  moyen  de  cette  valeur,  l'équation  (1)  devient  ■^— o';  et, 
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à  cause  de  Téqualion  (3), 


cl'où  enfin 


y("^-y)==2«'. 


La  somme  des  deux  facteurs  du  premier  membre  est  ^  ;  leur 
produit  est  2a*.  Il  Taut  doiic,  pour  trouver  la  hauteur  SG  du  cône, 
construire  un  rectangle  équivalent  à  2a^,  et  dans  lequel  la  somme 
des  deux  dimensions  soit^.  La  question  est  ainsi  ramenée  a  un 
problème  connu. 

Remarques,  —  I.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  on  doit 
avoir 


a» 


4R«'^ 
ou 

Si  a*=8R*,  y  =  ^=4R;  et  la  surface  du  cône  est  un  mi- 
nimum. 

H.  Lorsque  j/=4R,  les  équations  (3)  cl  (2)  donnent 

x=«=Rl/2,    z  =  5R\/i. 

Conséquemment,  le  cône  de  surface  minimum ,  circonscrit  à 
une  sphère  donnée,  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

\^  La  hauteur  est  double  du  diamètre  de  la  sphère; 
2^  L'apothème  est  triple  du  rayon  de  la  base; 
3*  La  surface  est  double  de  la  surface  de  la  sphère; 
i^  Le  volume  est  double  du  volume  de  celle-ci. 

En  général,  si  un  polygone  ÂBCD,  circonscrit  à  une  demi-cir- 
conférence EF,  et  limité  par  un  diamètre  XY,  tourne  autour  de 
celui-ci,  le  volume  V  du  corps  engendré  et  le  volume  V  de  la 
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sphère  sont  respectivement  égaux  aux  aires  correspondantes  A,  A\ 
mullipliées  chacune  par  le  tiers  du  rayon  OE.  Donc 


PMblèMe  IL. 

Couper  une  sphère  par  un  plan,  de  manière  que  le  segment 
sphérîque  CADatf,  avec  le  secteur sphèrique  correspondant  CADO> 
un  rapport  donné  m. 

Représentons  par  R,  x,  y  le  rayon  de  la  sphère,  la  hauteur  AE 
du  segment  vi  le  rayon  CE  de  sa  base. 

Nous  aurons 


^      ,       ^     * 

—  =  m  : 


^  TTÎ/X-*-  :.  T'X' 


^  rR«x 
3 

ou,  en  simplifiant, 

4y« -4- x*  =  4tt«m  .    .    .     .    (I) 

D*un  auire  côté,  la  perpendiculaire  CE  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  segments  AE,  BE  du  diamètre;  donc 

•  y«=.x(2R-x) (2) 

La  substitution  de  cette  valeur  donne  Téquation  du  second 
degré 

x'— 3Rx-t.2R'm=:0, (3) 

dont  on  construira  facilement  les  racines.  Quant  à  la  discussion 
de  cette  équation,  elle  dépasse  les  limites  que  nous  avons  du  nous 
prescrire.  La  même  observation  s'applique  aux  problèmes  qui 
suivent. 
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A  une  tphère  donnée,  interîre  un  cylindre  ayant  un  rapport 

donné  m  aoee  la  somme  des  deux  negmenU  iphêrique»  adjacent». 

Soient  R  le  rayon  de  la  splière,  x  le  rayon  EC  de  la  base  du 

cylindre,  y  la  moitié  OE  de  la  hauteur  de  ce 

corps.  On  a 

g^ac'y 

ou 

6rV-«CR-y)[3**  +  (R-y)T  •  (<) 

D'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  OEC, 
a:*=R'— y". 
L'éqtisiîon  (1)  devient  donc 

d'où,  en  supprimant  le  facteur  commun  R — y  et  en  ordonnant  : 


Remarque,  Le  facteur  R — y  répond  &  j/=R,  valeur  <]ui,  évi- 
demmeni,  ne  convient  pas  au  problènie. 

rr«blèn*  S». 

À  tme  sphère  donnée,  inscrire  un  cône  ABC  équivalent  au  ug- 
ment  tphérique  adjacetU  ABD. 

Représentons  par  R  le  rayon  de  la  sphère, 
par  X  le  rayon  de  la  base  du  cAnc ,  par  y  la 
hauteur  DE  du  segment.  Nous  aurons 
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t 

OU 

Et  comme  x  est  moyen  proportionnel  entre  y  et  2R — y  i 

En  supprimant  le  facteur  y  et  en  réduisant,  on  trouve 

V  —  7Ry  H-  4R*  «  0. 

Cette  équation  donne 

7d:»/|7 

La  première  valeur  est  plus  grande  que  3R;  elle  doit  donc  être 
rejetée.  La  seconde  seule  salisfait  à  la  question  proposée. 


Pr^blène  Xlll. 

Couper  un  triangle  ABC  par  une  parallèle  DE  d  la  base  AB, 
de  manière  que  les  corps  engendrés  par  les  deux  segments  CDF, 
ABDE  tournant  autour  de  cette  hase^  supposée  fîxe^  soient  équi" 
valents. 

Soient  CF=A  et  CG=x  les  hauteurs  du  triangle  ABC  et  du 

triangle  DCE.  Il  faut,  d'après  Ténoncé, 
que  le  corps  engendré  par  celui-ci  soit 
équivalent  è  la  moitié  du  corps  engendré 
par  Tautre  triangle. 
Or,  on  sait  que  le  corps  engendré  pur 
un  triangle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  p\vù  a  pour 
mesure  Taire  de  ce  triangle,  multipliée  par  la  circonférence  que 
décrit  son  centre  des  moyennes  distances  [C,  747]  ;  doue 

vol.  ABC  «  ABC.2jr~.     vol.  CDE  =(:DE  .  2ir i 1  • 

3  0 
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ODcondai,  de  res  valeurs, 

ABC. A 

—2. 


CDE.(5A— 2jc) 

Les  triangles  semblables  ABC,  CDE  soot  eotre  eux  comme 
les  carrés  de  leurs  hauteurs  k  et  x.  L'équation  devient  donc 

ou 

4i»— 6Ai'-i-A*=0 (I) 

Avec  un  peu  d'altentioti ,  on  reconnaît  que  cetle  éqûalioo  est 
vérifiée  par  2  =  ^.  Ainsi,  la  parallèle  DE  à  la  bâte  AB  doitéin 
menée  par  le  milieu  de  la  hauteur  CF. 

Remarque.  Les  deux  autres  racines  de  l'équation  (1)  sont 
x^^h{\  ±|/5)  :  elles  ne  satisfont  pas  à  l'énoncé,  mais  il  est 
facile  de  les  inierpi^ter. 


Couper  unlriangle  ABC  par  une  droite  AD,  pattant  par  le 
lommet  A,  de  manière  que  les  corps  enijendrès  par  les  deux  teg- 
tnents  ABD,  ACD ,  t(tumimt  autour  d'un  axe  donné  XY,  ntué 
dant  leur  plan,  soient  équivalents. 

Des  points  A,  B,  C,  D,  abaissons  des  perpendiculaires  sur  XV. 
Nous  aurons,  comme  dans  le  Pro- 
blème XIII  : 

vol.  ABD  =  ABD.2r . 


Les  triangles  ABD,  ACD,  ayant  même  hauteur,  sont  propor- 
tionni'ls  h  leurs  bases  BD,  CD.  Par  conséquent,  en  exprimant 
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que  les  deux  volumes  sont  égaux,  nous  trouvons 

BD  (AA'  H-  BB'  -*-  DD')  -  CD  (A A'  -*-  CC  +  DD'). 

Pour  abréger,  posons 

AA'— a,    BB'=&,    CC'  =  c,    BD»x,    CD  =  y,    BC=/; 
réquation  deviendra 

« 

x(a  -I-  6  -I-  DD')  =  y  (a  -H  c  -♦-  DD'). 
Pour  éliminer  DD',  observons  que 

BG.  DD'»»BD .  CC'  -«-  CD .  BB' 

(Lîv.  III,  Th.  I)  ;  d'où 

ex  -*-  6v 
DD'= — i; 

puis 

ex  -4-  &t/ 

(a-*-6)x— (a-t-c)y -♦-(x— y) — :i  =  0   .    .    (i) 

m 

Au  moyen  de  cette  équation  et  de 

*-♦-?  =  '» (2) 

on  pourra  déterminer  x  et  y. 

Si,  par  exemple,  on  remplace  y  par  / — x,  on  trouve  que  Tin- 
connue  X  est  donnée  par  Téquation  du  second  degré  : 

2(6  —  c)x*—  2(a  ^  %)lx  ^  (a  n-  6  -♦-  c)P=  0. 


ProMène  X¥. 

D'un  point  pris  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  R, 
comme  centrcy  décrire  une  surface  sphérique  telle,  qfte  la  partie 
comprise  entre  les  surfaces  des  deux  sphères  ait  un  volume 
donné. 

Le  corps  intercepté  entre  les  surfaces  des  deux  sphères  est  une 
lentille  biconvexe^  dont  l'épaisseur  est  le  rayon  R'  de  la  sphère 
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cherchée.  Conséquemment,  si  nous  désignons  par  m  le  rap|KMrl 
entre  le  volume  de  cette  lentille  et  le  volume  de  la  sphère  don- 
née, nous  aurons,  par  la  dernière  formule  du  Problème  V  : 

i  wmR»  «  I  ir^  [R'*  -  4(R  -4.  ROR'  -4-  iîRR']; 

d*où 

3R'*  H-  8RR'»  H-  i6mR*  =»  0. 

Telle  est  Téquation  qui  donnera  le  rayon  R'.  Pour  la  simpli- 
fier, posons  ^-  =  x;  nous  aurons 

3a;*— 8a;*-»-16m  =  0. 

Le  lecteur  h  qui  la  théorie  des  équations  est  familière  recon- 
naîtra sans  peine  que  cette  équation  a  deux  nemes  imaginaires; 
qu'elle  a  deux  racines  positives.  Tune  plus  petite  et  Fautre  plus 
grande  que  2;  etc. 


PMMèBie  XVI. 

Trouver  le  rayon  d'une  sphère  équivalente  à  la  limite  de  la 
somme  d'une  infinité  de  sphères  dont  les  rayons  décroîtraient  en 
progression  par  quotient. 

Représentons  par  R  le  rayon  de  la  première  des  sphères  don- 
nées, par  q  le  rapport  de  deux  rayons  consécutifs ,  et  par  x  le 
rayon  de  la  sphère  cherchée  ;  nous  aurons,  en  remplaçant  les 
sphères  par  les  cubes  de  leurs  rayons,  ce  qui  est  permis  : 

Les  termes  contenus  dans  la  parenthèse  forment  une  progres- 
sion décroissante»  dont  la  raison  est  fS.  La  limite  de  leur  somme 
est,  par  la  formule  connue,  jzrpf  <loQC 

et 

R 
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Pr«blèBie  TILWU. 

A  un  cône  droit  ABD,  on  inscrit  une  première  sphère  0  ;  puis^ 
dans  l'espace  compris  entre  celle-ci  et  la  surface  latérale  du  cône, 
on  inscrit  une  deuxième  sphère  0';  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Quelle  est  la  limite  des  volumes  de  toutes  ces  sphères? 

Siy  au  triangle  isoscèle  ABD,  section  méridienne  du  cône,  nous 

inscrivons  une  circonférence  CEC,  cette  ligne 
représentera  la  section  faite  dans  la  sphère  0, 
par  le  plan  du  triangle.  Menons,  par  TextrémitéC' 
du  diamètre  CC,  la  tangente  B'D',  évidemment 
parallèle  à  BD  ;  nous  obtiendrons  un  nouveau 
triangle  isoscèle  AB'D^  auquel  nous  pourrons 
inscrire  la  circonférence  C'C",  section  méri* 
dienne  de  la  deuxième  sphère  ;  et  ainsi  de  suite. 
Cela  posé  y  joignons  le  point  de  contact  E  au 
centre  0;  nous  aurons 


^^^^^^^^H 

BC 

AB 

^^^^H 

OE 

AO 

ou,  en  posant 

BCc= 

«a, 

AC 

«6, 
a 

e 

0E  = 

=  R: 

r"" 

6-R 

Cette  proportion 

doni 

le 

R« 

ab 

O  -4-  C 


D'ailleurs,  les  rayons  des  sphères  0»  &  sont  proportionnels  aux 
hiuteurs  AC,  AC  des  cônes  semblables  circonscrits;  donc 

R'  5 


R       6— 2R 
La  formule  trouvée  ci-dessus  (Probl.  XVI)  donne  donc,  pour 
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la  limiie  des  volumes  de  toutes  les  sphères^ 


A    (   ab    Y  \ 

5     Xa-^  cj    ,       /c  —  ay 

\c  -f-  al 


i 
ou 

V=-ir 


3     5c«^a*' 

ou,  enfin,  à  cause  de  c*=a*-4-6*  : 

2  aV 


3     4a'  ^  36* 

itemargue.  Le  rapport  entre  le  volume  V  du  cône  et  le  vo- 
lume V  est 

V  26« 

V"  ~  36*  -4-  4o* 

Cette  fraction,  qui  se  réduit  à  |  quand  a=0,  diminue  indéfini- 
ment lorsque  a  devient  de  plus  en  plus  grand.  Ainsi,  la  somme 
de  toutes  les  sphères  0,  0',  0'\..  est  toujours  moindre  que  les 
deux  tiers  du  cône. 

PrsMènie  XTIll. 

On  suppose  qu'après  avoir  formé  une  pile  triangulaire  de  6ou- 
letSf  on  mène  trois  plans^  tangents  aux  trois  faces  de  cette  pile  et 
formant,  avec  le  plan  horizontal  d'appui,  un  tétraèdre  régulier  T. 
Quel  est  le  rapport  m  entre  la  partie  pleine  et  la  partie  vide  de 
ce  tétraèdre? 

Représentons  par  n  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  le 
côté  de  la  base  de  la  pile,  et  par  d  leur  diamètre  commun  ;  le 
volume  de  Tespace  occupé  par  tous  les  boulets,  ou  de  Tespace 
plein,  sera 

6        I  6  36  n         j     \i 


(*)  Manuel  des  candidats  à  VÉcole  polytechnique. 
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Considérons  les  centres  des  boulets  placés  aux  angles  de  la 
première  couche  horizontale,  ainsi  que  le  centre  du  boulet  placé 
au  sommet  de  la  pile  :  ces  quatre  points  sont  les  sommets  d'un 
tétraèdre  régulier  T'.  De  plus,  on  reconnaît  facilement  que  Taréte 
de  ce  tétraèdre  se  compose  de  n — 1  fois  le  diamètre  d'un  boulet; 
en  sorte  qu'elle  est  représentée  par  g' =3(11 — l)d.  Enfin,  la  dis- 
tance comprise  entre  les  faces  correspondantes  du  tétraèdre  T, 
égale  le  rayon  d'un  boulet»  c'est-à-dire  ~  d. 

Soit  maintenant  r'  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre  T; 
nous  aurons  (Liv.  VII,  Probl.  XXIU) 

donc  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  à  l'autre  tétraèdre  est 

i 

r  sas  r'  -♦-  -  d, 
2 


ou 


r  = 


12 


dVl 


Les  deux  tétraèdres  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  rayons 
des  sphères  inscrites.  Le  premier  a  pour  volume 

donc  le  volume  du  second  est 


Si,  du  volume  total  V,  nous  retranchons  le  volume  t;  trouvé 
ci-dessus,  nous  obtiendrons  le  volume  t;'  de  l'espace  vide; 
savoir 

1;'=^  d»[3(n  — i -i-»^)»»^2  — n(n  4- l)(ii  H.2)irl. 

29 
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Le  rapport  cherché  est  donc 

n{n  -+■  \)(n  -4-2)7r 


m  s= 


5(n—  \  -k-  k^6)*  1^2  —  n(n  -♦-  i)  (n  -I-  2)ir 

Remarque.  Quand  «  ==  1 ,  «i  «=  — ^ —  =  0,43 . . . 

A  partir  de  cette  valeur,  m  croit  indéfiniment  avec  le  nombre 
n  des  boulets.  La  valeur  limite  s*obtient  en  supposant,  dans  la 
formule  précédente ,  n  infini.  On  trouve  ainsi , 


limite  dem  = :;:: =  2,85... 

5^^2  — «• 


Problème  XIX. 

Les  milietÂX  des  arêtes  éTun  polyèdre  régulier  sont  situés  sur 
la  surface  d'une  sphère  S»  à  laquelle  ces  arêtes  sont  tangentes,  et 
dont  le  centre  est  celui  du  polyèdre.  De  plus^  la  sphère  est  coupée, 
par  les  faces  du  polyèdre,  suivant  des  circonférences  inscrites  à 
ces  faces. 

Ceci  admis  y  on  propose  d'évaluer,  en  fonction  de  rareté  c  du 
polyèdre,  la  somme  des  calottes  sphériques  ayant  pour  bases  ces 
circonférences. 

Soient  R,  r  et  p  les  rayons  respectifs  de  la  sphère  circonscrite, 
de  la  sphère  inscrite  et  de  la  sphère  S. 

Supposons  que  Ton  joigne  le  centre  commun  0  des  trois 
sphères  à  un  sommet  A  du  polyèdre  et  au  milieu  C  d*une  arête 
aboutissant  à  ce  sommet  :  on  obtiendra  ainsi  un  triangle  ACO» 
rectangle  en  C,  et  dans  lequel 


i 
OA=R,    OC==:p,    AC=-c; 


donc 


4 
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Chacane  des  calottes  sphériques  dont  il  s'agit  a  pour  hauteur 
p — r ;  en  sorte  que  Taire  de  cette  calotte  est  représentée  par 
2ffp  (f) — r).  En  supposant  donc  que  n  soit  le  nombre  des  faces 
du  polyèdre,  et  en  désignant  par  A  Faire  cherchée,  nous  aurons 

A  =  2nirp(p  — r) (2) 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  substituer,  pour  R  et  r,  leurs  va- 
leurs connues  (Liv.  VII,  Probl.  XXIII).  On  obtient  ainsi  les 
résultats  suivants  : 

I  \  — 

Tétraèdre,     p*—  -  c' ,    A  =»  -  tr  (5  —  k'o)  c*. 


1 
Hexaèdre,     p*=-  c* ,    A  =  Znc 


:       p'=îc',    A  =  *ir(3— l/6)c*. 
4  ù 


Octaèdre 


Dodécaèdre.  p*=    -  (3  -i-  \/b)c\ 


=37r     7  +  51/5 -2  y  — !—  \c\ 


Icosaèdre.      p«  «  -1  (V/ 5  -h  1  )*  c\ 

A  =57r  [5  -♦- 1^5"—  2  /o-t-l/HJc». 

Remarque.  Prenons  chacune  des  circonférences  données  pour 
base  d'un  cône  ayant  son  sommet  au  centre  du  polyèdre.  Si  la 
surface  de  ce  cône  est  prolongée  indéfiniment,  elle  intercepte  une 
partie  de  Tespace  indéfini,  partie  à  laquelle  on  donne  le  nom 
d'angle  conique.  Or,  ainsi  qu'on  le  démontre  facilement,  cet  angle 
conique  a  pour  mesure  le  rapport  entre  la  calotte  correspondante 
et  la  surface  sphérique  S.  Nous  aurons  donc,  pour  la  mesure  a 
de  la  somme  de  ces  angles  : 
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La  substitution  des  valeurs  de  r  et  de  p  donne  ensuite  les 
T^ullats  suivants,  pour  les  divers  polyèdres  réguliers  : 

Télruèdre.     «=2(1 A- 


Octaèdre.      a  =  i  [l =)■ 

Dodicaèdrr.  »  =  0  [l  —  i|/2 -i- Si^sJ- 

r     11- 1/51 

leosaèdre.     «=10    1 ^  |- 

i_  2Ï/3     J 


Calculer  le  rayon  R  de  la  tphére  Mrcontcrile  à  un  tétraèdre 
donné  (*). 

1*  O  étant  le  centre,  déterminé  par  la  construction  connue 
[G.,  64S],  menons  le  diamètre 
SOD;  puis,  par  le  centre,  le  plan 
MNP,  perpendiculaire  à  ce  dia- 
mètre; traçons  les  droites  AD, 
MO. 

La  section  Taiie  dans  la'sphère, 
par  le  plan  SAD.  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  SD  comme  dia- 
mètre; donc  l'angleSADest  droit. 
La  droite  OS,  perpendiculaire  au 
plan  MNP,  est  perpendiculaire  i 


i')  D*apris  VoK  Stavdt. 
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OM;  donc  le  quadrilatère  HODA  est  inscriptible;  et,  en  consé- 
quence, SM.SA=SO.SD,  ou 

De  même, 

^„      2R«       ^^      2RV, 

sN™-~.    sp=— -n. 

SB  se/  ^     • 

Ainsi,  chacun  des  quadrilatères  ABNM,  BCPN,  CAMP  est 
inscriptible. 

3*  La  similitude  des  triangles  SAB,  SNB,  résultant  de  cette 
remarque»  donne 

MN_  SM  _  SM  .  SA  _     2R* 
ÂB  ""  SB  ""  SA .  SB  ~  SA  .  SB* 

puis,  si  Ton  désigne  par  a,  6,  c  les  arêtes  BC,  GA,  AB ,  et  par 
a\  b\  c'  les  arêtes  respectivement  opposées  : 

2R*c  2R*a  2R'6 

a'b'  b'e  ea* 

S^"  Soient  V,  V  les  volumes  des  tétraèdres  ABCS ,  MNPS , 
et  T'  Taire  du  triangle  MNP.  On  a 

V^^TR, 


V      SM   SM    SP      2R«    2R«   2R«         8R* 


puis 


V        SA    SB    se       a'*     6'*     c'«       o'V«c'«' 

24VR»  =.  a' V'c'T". 

(*)  Des  égalités 

Sâ.SM«:2RS   SB.SN«2R\    SC.SP=:2R*, 

on  conclut  que  U»  iix  jKtinU  A,  B,  C,  H,  N,  P  appcartiennerU  à  um  même 
tphèrû» 
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4®  D*après  la  foriniile  connue  [G.,  288], 

IL  — 
%  //  **       6        c  \/      g       6        ^  \(  ^       ^         c  W  a        6       cl 

ou 


R* 
l/(oo'  -+-  66'  -+-  ce')  (—  flo'  H-  66'  -I-  ce')  (aa'  —  66'  h-  cc')(oa'  -«-  66' — ce')  ; 

donc  Pégalîté  précédente  se  réduit  à 

24VR  = 

l/(oa'-*-  66' H-  cc')(--  aa'-^  66'^  ce') (aa'— 66' -4- cc')(ao'-«- 66'  -ce'). 

S*'  En  faisant,  pour  abréger  : 

A«6*+c*— a*-^6'•-^-e'•-a^ 
B  =  c'-^  a«— 6«-4- c'«-t- o"— 6'% 
C  =  a» -4-  6«-  c'-v  a'«^  6'«—  c'*, 
D  =  a*6V  +  o'6'»c'«  -♦-  6V«a'*  ^  cV«6'*, 

on  a  (p.  353) 

i 


V=  —  l/Aa«a'*-4-  B6V/*-4-  Cc*c''~  D  ; 

et,  finalement, 

i      /aa' -4-  66' -4-  ce')  (—aa' -^ bb'  -»-  ce')  {aa'—  W -♦- ce') (ao' -♦-  66'— cQ 
^"^ 2  V  AaV«  -4-  B6»6"  -f-  CcV»  —  D 

Telle  est  la  formule  qui  résout  le  problème. 
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BES  POLYÈBnBH  SEMI^Bte  111.1  BBS. 

Définitions.  —  J'appelle  polyèdre  semi-régulier,  soit  celui  dont 
les  faces  sont  des  polygones  réguliers  et  dont  les  angles  polyèdres 
sont  égaux  (ou  symétriques),  soit  celui  dont  les  faces  sont  égales 
et  dont  les  angles  polyèdres  sont  réguliers. 

J^admets  que,  dans  tout  polyèdre  y  semi-régulier,  du  premier 
genre,  les  faces  de  même  espèce  sont  égales,  et  que,  dans  tout 
polyèdre  semi-régulier,  du  second  genre,  les  angles  polyèdres  de 
même  espèce  sont  égaux  (**). 


Théorème  I. 

!•  Tout  polyèdre  semi-régulier,  du  premier  genre,  a  les  arêtes 
égales  entre  elles; 

2*  Tout  polyèdre  semi-régulier,  du  second  genre,  a  les  angles 
dièdres  égaux  entre  eux; 

5**  Dans  tout  polyèdre  semi-régulier,  du  premier  genre,  les 
sommets  sont  trièdres,  tétraèdres  ou  pentaèdres ; 


(*)  La  thcoric  des  polyèdres  aerni-réguliers,  et  en  particulier  la  démonslra- 
tion  dos  propriétés  siinplement  énoncées  dans  cet  Appendice,  font  partie 
d^an  Mémoire  inséré  au  Joumai  de  l'École  polytechnique  (XLI«  Cahier).  Les 
circonstances  qui  ont  précédé  la  publication  du  Mémoire  sont  rapportées 
dans  une  brochure  ayant  pour  titre  :  Histoire  d'un  Concours,  Un  habile  con- 
structeur, M.  Muret,  a  exécuté,  avec  le  plus  grand  soin,  la  collection  de  nos 
polyèdres  :  elle  a  figuré  à  TExposition  universelle. 

(**)  La  plupart  des  polyèdres  du  premier  genre  sont  connus,  depuis 
longtemps,  sous  le  nom  de  solides  d'Arehimède, 
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4*  Dans  tout  polyèdre  semi-régulier^  du  seœnd  genre,  les  faces 
sont  triangulaires^  quadrangulaires  ou  pentagonales. 

Théorèaie  11. 

Tout  polyèdre  semi-régtUier  ^  du  premier  genre  ^  est  inscrip^ 
tible. 

Corollaires.  —  I.  Dans  tout  polyèdre  semi-régulier,  du  pre^ 
mier  genre,  les  angles  dièdres,  déterminés  par  des  faces  respective- 
ment égales,  sont  égaux  entre  eux. 

IL  Dans  tout  polyèdre  semi-régulier,  du  premier  genre,  les 
sommets  adjacents  à  un  sommet  donné  sont  situés  sur  une  cir- 
conférence ayant  pour  pâle  le  sommet  donné. 

Théorème  III. 

Tout  polyèdre  semi-régulier,  du  second  genre,  est  circonscrip- 
tible. 

Corollaire.  Dans  tout  polyèdre  semi-régulier,  du  second  genre, 
les  faces  adjacentes  à  une  face  donnée  sont  tangentes  à  un  cône  de 
révolution  dont  le  sommet  est  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  la 
face  donnée. 

Théorème  IT. 

Tout  polyèdre  semi-régulier,  du  premier  genre,  est  conjugué 
d'un  polyèdre  semi-régiUier  du  second  genre,  et  vice  versa  (*). 

ThéorèBiO  T. 

Les  polyèdres  semi-réguliers  sont  au  nombre  de  trente.  Il  n'en 
peut  exister  davantage  (**). 


(*)  Deux  polyèdres  sont  dits  conjugués  à  une  même  sphère,  lorsque  les 
sommets  du  premier  sont  les  pôles  des  faces  du  second,  et  réciproquement. 
Dans  ces  polyèdres,  deux  arêtes  correspondantes  quelconques  sont  rfri- 
pnquei  (Th.  Vil,  Liv.  VII). 

(**)  Plus  exactement,  il  y  a  trente  ctasses  de  polyèdres  semi-réguliers. 
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ÉBiiiiiérACtoii  é€m  polyèdres  da  premier  c^nre  (*) 

I.  Octaèdre  à  faces  triangulaires  et  heocagonales. 

(/i«4,    /;  =  4,    F«8,    S«i2,    A  =  i8). 

II.  Décatétraèdre  à  faces  triangulaires  et  octogonales. 

(fj,  =  Sy    /;=6.    F=14.,    S=24,    A=.36). 

III.  Triacontadoèdre  à  faces  triangulaires  et  décagonales. 
(/i=20,    /<o=12,    F  =  52,    S  =  60,     A  =  90). 

IV.  Décatétraèdre  à  faces  carrées  et  hexagonales. 

(/;  =  6,    /;=8,    F=i4,    S  =  24,    A  =  56). 

V.  Triacontadoèdre  à  faces  pentagonales  et  hexagonales. 

(/;=d2,    /e  =  20,    F  =  32,    S  =  60,    A  =  90). 

VI.  Prisme  régulier^  à  faces  latérales  carrées  (**). 

(/;  =  2,    /i  =  n,    F  =  nH-2,    S  =  2n,    A  =  3/i). 


quinze  du  premier  genre  et  quinze  du  second.  De  ces  trente  classes,  vingt-six 
sont  composées,  chacune,  d'un  seul  polyèdre  ;  mais,  ainsi  qu'on  le  verra  plus 
loin,  chacune  des  quatre  autres  renferme  une  infinité  de  polyèdres. 

(*)  Dans  cette  énumération,  et  dans  celle  qui  la  suit,  les  notations  f^t  *n 
désignent,  respectivement,  le  nombre  des  faces  de  n  côtés  et  le  nombre  des 
sommets  ayant  n  arêtes.  Quant  aux  lettres  F,  S,  A,  elles  représentent,  à  l'or- 
dinaire, le  nombre  total  des  faces,  des  sommets  ou  des  arêtes  du  polyèdre 
considéré. 

(**)  Cette  classe  renferme,  évidemment,  une  infinité  de  polyèdres.  (Voyez 
la  note  ci-dessus.) 
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VII.  Icohexaèdre  à  faces  triangulaireg  et  carrées. 
(/;  =  8,    /i  =  l8,    F  =  26,    S  =  24,    A  =  48). 

VIII.  Polyèdre  à  bases  égales  et  parallèles,  et  à  faces 
triangulaires. 

(/•.  =  2,    /;  =  «,     F=rn  +  2,     S  =  2»,    A  =  3n)0. 

IX.  Décatétraèdre  à  faces  triangulaires  et  carrées. 

(/;  =  8,     /;  =  6,     F=i4,     S=12,    A=24). 

X.  Triacontadoèdre  à  faces  triangulaires  et  pentagonaks. 

(/;«20,    A=«2i    F  =  32,    S  =  30,    A  =  60). 

XL  Triacontadoèdre  à  faces  triangulaires  et  carrées. 
(^,  =  32,    /;  =  6,     F  =  38,    S  =  24,     A  =  60). 

XII.  Ennécontadoèdre. 

(^,  =  80,    /i=i^>,     F=92,     S  =  60,     A  =  i50). 

XIII.  Icohexaèdre  à  faces  carrées^   hexagonales   et  octogo- 
nales. 

(/;  =  i2,    /;  =  8,    /;  =  6.    F  =  26,    S  =  48,    A  =  72). 

XIV.  Bexéconladoèdre  à  faces  carrées,  hexagonales  et  décago- 
nales. 

(/;=50,     /;=20,    /;o=12,     F  =  62,     S  =180,     A  =180). 

XV.  Hexécontadoèdre  à  faces  triangulaires,  carrées  et  penta- 
gonales. 

(/;  =  20,    /;  =  50,    /;  =  i2,    F==62,     S  =  60,    A  =  120). 


(*)  Même  observation  que  pour  le  prisme  régulier. 
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Animer AtlOB  de*  p«iyètfrc«  da  second  genre. 

I.  Dodécaèdre  à  faces  triangulaires. 

(«,  =  4,    «,«=4,    S=8,    F=:12,    A  =18). 

II.  Icotétraèdre  à  faces  triangulaires,  et  à  sommets  trièdres  et 
octaèdres. 

(«5=8,    ««  =  6,    S  =14,    F «24.     A  =  36). 

III.  Hexécontaèdre  à  faces  triangulaires^  et  à  sommets  trièdres 
et  décaèdres, 

(«8  =  20,    «10=42,    S  =  32,    F  =  60,    A  =  90j. 

IV-  Icotétraèdre  à  faces  triangulaires,  et  à  sommets  tétraèdres 
et  hexaèdres. 

(«4=6,    «,  =  8,    S  =  U,    F  =  24,    A  =  36). 

V.  Hexécontaèdre  à  faces  triangulaires,  et  à  sommets  pen- 
taèdres  et  hexaèdres. 

(s,^i%    «e=20,     S  =  32,    F  =  60,    A  =  90). 

VI.  Double  pyramide  (*). 

(«^  =  2,    «4  =  p,    S=p-+.2,    F==2p,    A  =  3p). 

Vn.  Icotétraèdre  à  faces  quadr angulaires. 

(«,«=8,    «4=^8,    S  =  26,     F=24,    A  =  48). 

VIII.  Polyèdre  formé  par  la   pénétration  de  deux  angles 
polyèdres  réguliers  égaux  (*). 

(«,  =  2,    «5=2p,     S  =  2p-f-2,     F  =  2p,     A  =  4p). 
(*)  Cette  classe  renferme  une  infinité  de  polyèdres. 
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IX.  Dodécaèdre  rhombotdaL 

X.  Triaconiaidre  à  faces  quadrangulaires. 

(«,=  20,    «,=  12,    S  =  32,    F  =  30,    A  =  60). 

XI.  Icotétraèdre  à  faces  pentagonales. 

(«,=52,    «4  =  6,    S  =  38,    P  =  24,    A  =60). 

XII.  Hexécontaèdre  à  faces  pentagonales. 

(«,=  80,    «,  =  12,    S  =  92,    F  =  60,    A  =  150). 

XIIT.  Tessaracontaoctaèdre. 

(«4=12,    «4  =  8,     «,  =  6,    S  =  26,    F=48,     A  =  72). 

XIV.  Bécatonicoèdre. 

(«4  «30,    «4  =  20,    «4.=  12,    S  =  62,     F  =«20,     A  =  180), 

XV.  Hexécontaèdre  à  faces  quadrangulaires. 

(«,==20,    «4  =  30,    «,=  i2,    S  =  62,    F  =  60,     A  =  120). 


ERRATA. 


Page  33,  ligne  5  (en  remontant).  Au  lieu  de  :  X\  B%  C,  litez  :  A,  B,  C. 

—  40,  —    a.  Au  lieu  de  :  de  l'arc  qui. . .,  lisez  :  du  complément  (à  la  circonférence) 

de  l'arc  qui... 

—  55,   —    ii.  Au  lieu  de  :  triangle  inscrit,  lisez  :  triangle  équilatéral  inscrit 

—  347,    —    dernière.  Au  lieu  de  ;  deux  centres,  lisez  :  deux  auti*es. 

—  349,   -    6.  Au  lieu  de  :  AA'D ,  lisez  :  ABD. 
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LIVRE  I. 


I.  Les  haatenrs  d^an  triangle  se  coupent  en  un  même  point    ....        I 

II.  Les  médianes  d*un  triangle  se  coupent  en  un  même  point,  situé  au 
tiers  de  chacune,  à  partir  du  c6té  correspondant i 

m.  Dans  tout  triangle,  à  un  plus  grand  côté  correspond  une  plus  petite 
médiane 9 

IT.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  médianes  est  comprise  entre  le 
périmètre  du  triangle  et  les  trois  quarts  de  ce  périmètre 3 

y.  Des  angles  formés  par  une  médiane ,  avec  les  deux  côtés  adjacents,  le 
pins  grand  est  celui  qui  correspond  au  plus  petit  côté 4 

YI.  Dans  tout  triangle,  une  bissectrice  intérieure  quelconque  ne  sur- 
passe pas  la  médiane  correspondante 5 

TH.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  bissectrices  est  comprise  entre 
le  périmètre  et  le  demi -périmètre 5 

TIII.  Dans  tout  triangle,  à  un  plus  grand  côté  est  opposée  une  plus 
petite  bissectrice 6 

IX.  Les  projections  du  sommet  A  d*un  triangle,  sur  les  bissectrices  des 
angles  B,  G,  appartiennent  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  AB, 

AC 7 

X.  Parmi  tous  les  triangles  formés  avec  un  angle  donné  A,  compris  entre 
deux  côtés  dont  la  somme  est  constante,  le  triangle  isoscèle  ABC  a  le  plus 
petit  périmètre 8 

XI.  Dans  tout  quadrilatère,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommeu  d*an 
parallélogramme 9 
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XD.  Ibos  tool  qindrilaiéfe,  les  droites  qui  juigomt  les  wficBz  des 
eftcés  opfMMCSy  et  h  droite  qui  joioi  les  aHieux  des  ditgomlrs,  se  cpapeai 

^M  Iffff  Milîf^  flHMWIB • •        9 

Xin.  Si,  dans  an  quadribtérey  deox  cftlés  opposés  sool  épax: 
I*  Ces  eôccs  sont  égalcnent  iodioés  sur  b  nédiane  des  deox  antres 
eftcés;  2*  la  proiectioo  de  cbacon  des  premieK  côtés,  sor  h  Bédiane,  est 
ce;ale  à  la  mèdtaoe 10 

XIY.  Deux  poijgoœs  cooYexes,  d'no  nombre  impair  de  eôlés^  sont 
épauL  lorsque  leurs  o&lés  ont  mêmes  points  milieoz 10 


Mèi 


I,  Par  un  pmnt  0,  sitoé  dans  Tangle  donné  A,  mener  one  droite  qni 
soit  diTîsée  en  deox  parties  égales  par  ce  point 


n.  TrooYer,  snr  l'on  des  côtés  d*nn  angle  ABC,  on  point  0  égaiemen 
distant  dn  second  côté  et  d^un  point  D,  situé  sor  le  premier  côté.    .    . 

III.  CoDsiraire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  une  médiane. 

IV.  Constniire  un  triangle,  connaissant  un  côté  et  deux  médianes.    . 

y.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  médianes.    .... 
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IX.  Sur  les  prolongements  des  côtés  AB,  AC  d*un  triangle  ABC,  on  prend 
les  distances  BD,  CE,  de  manière  que  leur  somme  soit  égale  au  troisième 
côté  du  triangle,  et  Ton  mène  DE.  Dans  quel  cas  cette  droite  est-elle  un 
minimum? U 
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ses  distances  à  deux  points  donnés,  situés  d'un  même  côté  de  AB,  soit  un 
minimum.    . 13 
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Tangle 16 

XII.  A  un  triangle  ABC,  inscrire  un  triangle  MNP,  de  périmètre  minimum.     1 7 

Xm.  Quelle  route  doit  suÎTre  une  bille  pour  rencontrer  itne  autre 
bille,  après  avoir  toucbé  les  quatre  bandes  du  billard? 18 
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d'elles,  on  propose  d*en  décrire  une  qui  passe  par  ce  point  et  qui  coupe  les 
eux  premières  sous  des  angles  connus 79 

XLT.. Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  cfttés  AB,  AG,et 
sachant  que,  si  Ton  mène  la  médiane  AM,  les  angles  GAU,  CBA  sont  complé- 
mentaires      79 

XL VI.  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  triangles  ayant 
même  base  AB,  dans  lesquels  la  médiane  AM  a  une  longueur  donnée?  ...     60 

XL VII.  Par  un  point  D,  pris  sur  le  c6té  BC  d'un  triangle  ABC,  on  mène 
une  transversale  quelconque  EDF.  On  trace  les  circonférences  CDE,  BDF. 
Quel  est  le  lieu  du  second  point  M  d'intersection  de  ces  lignes? 60 

XL VIII.  Quel  est  le  lieu  du  troisième  sommet  C,  d'un  triangle  ABC  dont 
les  angles  sont  donnés,  dont  le  premier  sommet  A  est  fixe,  et  dont  le 
det)xième  sommet  B  parcourt  une  droite  donnée  ? 6t 

XLIX.  On  inscrit,  à  un  cercle  donné,  tous  les  triangles  dont  deux 
côtés  sont  respectivement  parallèles  à  deux  directions  fixes.  Quel  est  le 
lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  ou  ex-inscrits  à  ces  triangles?  ....     63 
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LIVRE   III. 


ThéorèBiea. 

I.  Lorsqu'une  droite  ÂB  est  partagée  en  deux  segments  AC,  BC,  propor^ 
tionuels  aux  nombres  a,  b;  si  des  points  A,  B,  C  on  abaisse,  sur  une  droite 
quelconque  XY,  des  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  Ton  a 

(a -*-&)€€'=  a.  AA'-*-6.BB' 83 

II.  Étant  donné  un  système  de  points  A,  B,  G...,  on  peut  toujours  déter- 
miner un  point  tel,  que  sa  dislance  à  une  droite  quelconque  soit  égale  à 
la  moyenne  arithmétique  entre  les  distances  de  la  même  droite,  aux  points 

A,  B,  C, 85 

III.  La  somme  des  carrés  des  distances  de  n  points  A,  B,  C, ...,  à  un 
point  quelconque  S,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
mêmes  points  à  leur  centre  0,  augmentée  de  n  fois  le  carré  de  SO .  .  86 

IV.  Le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  des 
distances  de  chacun,  à  des  points  donnés  A,  B»  C, ....  soit  constante,  est  tue 
circonférence  qui  a  pour  centre  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  A,  B,  C, 87 

Y.  Dans  tout  triangle,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  le  centre 
des  moyennes  distances,  et  le  centre  du  cercle  circonscrit,  &out  sur  une 
même  droite.  De  plus,  la  distance  des  deux  premiers  points  est  double^de  la 
distance  des  deux  derniers.  .• 87 

VI.  Si  les  sommets  d'un  triangle  sont  symétriques  du  centre  d*une 
circonférence,  par  rapport  aux  côtés  d*un  triangle  inscrit  :  \^  ces  triangles 
sont  égaux  et  ont  les  côtés  parallèles,  chacun  à  chacun  ;  ^^  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  l'un  des  triangles ,  est  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs de  Tautre;  3<»  les  deux  triangles  sont  symétriques  par  rapport  an 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  cercles 88 

VII.  Soient  ABC,  A'B'C  deux  triangles  semblables;  soient  D,  E,  F  les 
intersections  des  côtés  homologues  AB  et  A'B',  BC  et  BX',  CA  et  C'A'  :  !•  les 
quadrilatères  DBFB',  ECDC,  FAEA',  sont  inscriplibles;  2«  les  circonférences 
DBFB',  ECDC,  FA  E  A'  se  coupent  en  un  même  point  S,  centre  de  similitude 

des  triangles  donnés 89 

VIII.  Si,  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle,  ou  mène  les  droites  AD, 
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BE,  CF,  ^kmant  iDclioées  sar  les  c6tés  opposés,  le  triaDgle  À'B'C,  formé 

par  ces  transversales,  est  semblable  an  triangle  donné 90 

IX.  Tonte  transTersale  détermine,  sur  les  côtés  d*an  triangle,  six  seg- 
ments tels,  que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au 
prodait  des  trois  autres 92 

X.  Trois  droites,  issues  des  sommets  d'un  triangle,  et  concourant  en 
an  même  point,  déterminent,  sur  les  côtés  du  triangle,  six  segments  en 
inyolution 93 

XI.  Si  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants  de  deux 
triangles  se  coupent  en  un  même  point,  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  sont  en  ligne  droite 04 

XII.  Si  trois  droites,  issues  d'un  même  point  0,  rencontrent,  en  A,  B,C  et 
en  A',  B',  C  deux  transTcrsales,  on  a 

®Ç.    !^^£L,     BO_jlB    ^ 
B'C  '  A'O  ""C'A'  *  B^"  A'B'  "  C'O 

XIII.  Soit  A'BX'  un  triangle  inscrit  à  un  triangle  ABC,  de  manière  que 
les  droites  AA',  BR',  CC  concourent  en  un  même  point  I.  Soit  M  un  point 
quelconque.  Les  droites  AM,  BM,  CM,  déterminent,  sur  B'C,  C'A',  A'B',  six 
segments  en  involutlon 06 

XIV.  Si  les  côtés  d*un  polygone  quelconque  sont  coupés  par  une  trans- 
versale, le  produit  des  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des 
autres  segments 97 

XV.  Si,  par  un  point,  pris  dans  le  plan  d'un  polygone  quelconque,  d*un 
nombre  impair  de  côtés,  on  mène,  à  chaque  sommet,  une  droite  qui  partage 
en  deux  segments  le  côté  opposé ,  le  produit  des  segment^;  qui  n'ont  pas 
d*extrémitéscommunesest  égal  au  produit  des  autres  segments 98 

XVI.  Si  Ton  considère,  sur  les  côtés  du  triangle  ayant  pour  sommets  les 
centres  de  trois  circonférences,  les  trois  centres  de  similitude  internes 
et  les  trois  centres  de  similitude  externes  :  1*  les  trois  centres  internes  sont 
en  inyolution;  3  deux  centres  internes  et  un  centre  externe  sont  en 
involutlon 100 

XVII.  Toute  parallèle  à  Pun  des  rayons  d*un  faisceau  harmonique  est 
partagée  en  deux  parties  égales  par  les  trois  autres  rayons 101 

XVIII.  Si  Ton  mène,  dans  un  faisceau  harmonique,  une  traqsversale 
quelconque,  elle  est  coupée  harmoniquement  par  les  quatre  rayons.  ...    102 

XIX.  Deux  points  réciproques  quelconques  partagent  harmoniquement 

le  diamètre  qui  les  contient 102 

XX.  Lorsqu'une  droite  AB  est  partagée  harmoniquement  en  C,  D,  la  chv 
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coofércnee,  décrite  sur  AB  comme  diamëlre,  coope  orthogonalement  toam 
les  dreonléreiices  pissauit  pur  les  poinU  G,  D 193 

XXL  Les  distaDoes  d*taii  point  qneleoiMiiie  d'eue  dreonfémoe,  i  den 
poiBis  réciproques*  sont  dans  no  rapport  constant IM 

XUI.  Le  sommet  d*nn  angle  droonscril  a  pour  polaire  la  corde  de 
coniact -  .  .  •    104 

XXIII.  Le  pôle  de  toute  droite  passant  par  on  point,  est  sor  la  polaire 
de  ce  point 105 

XXIT.  La  polaire  de  toat  point  pris  sur  une  droite  passe  par  le  pôle  de 
celle  droite 105 

\X\.  Tonte  corde,  menée  par  an  point,  est  divisée  harmoniqneHMnt 
par  ce  point  et  par  sa  pobire 106 

XXVI.  Étant  donné  on  polygone  P,  on  peut  loiûonrs  constniire  on 
polygone  P'  tel,  que  les  sommets  de  V  un  des  polygones  soient  les  pôles  des 
côtés  de  l'autre,  relativement  à  nu  oerde  donné 100 

XXTII.  Si,d*un  point  qndconqne,  on  mène  des  droites  aux  sommets 
d'un  triangle  et  des  perpendiculaires  à  ces  droites;  qa*on  prolonge  chaque 
perpendiculaire  jnsqu^à  ce  qu'dle  rencontre  le  côté  opposé  an  sommet 
correspondant  ;  les  points,  ainsi  obtenus  •  sont  sur  une  même  droite ...    107 

XXVIII.  Dans  tout  hexagone  inscrit  au  cercle,  les  points  de  concours 

des  côtés  opposés,  sont  sur  une  même  droite lOS 

XXIX.  Dans  tout  pentagone  inscrit,  les  points  de  concours  de  deux 
paires  de  côtés  non  consécutifs  quelconquifs.  et  cdui  do  dnquième  côté  avec 

la  tangente  au  sommet  opposé,  sont  tous  trois  en  ligne  droite 110 

XXX.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés,  et  ceux  des  tangentes  aux  sommets  opposés,  pris  deux  à  deux,  sont 
tous  quatre  en  ligne  droite 110 

XXXI.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  le  point  de  concours  de  deux  côtés 
opposés,  et  les  points  de  concours  des  tangentes  menées  aux  extrémités 
de  Tun  de  ces  deux  côtés,  avec  les  deux  autres,  sont  tous  trois  en  ligne 
droite 110 

XXXII.  Dans  tout  triangle  Inscrit,  les  points  de  concours  des  côtés  avec 

tes  tangentes  aux  sommets  opposés,  sont  sur  une  même  droite 110 

XXXIII.  Dans  tout  hexagone  circonscrit  au  cercle,  les  diagonales, 
menées  par  les  sommets  opposés,  se  coupent  en  un  même  point 110 

XXXIV.  Dans  tout  pentagone  drconscrit,  les  diagonales  menées  par 
deux  paires  de  sommets  non  consécutifs  quelconques,  et  la  droite  qui  joint 
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le  cinquième  sommet  an  point  de  contact  du  côté  opposé,  concourent  tontes 
trois  en  un  même  point Ml 

3[XXy.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit,  les  droites  menées  par  les 
points  de  contact  des  côtés  opposés,  et  les  diagooales,  concourent  en  un 
même  point 111 

XXXTl.  Dans  loui  quadrilatère  circonscrit,  la  droite  menée  par  les  som- 
mets de  deux  angles  opposés,  et  les  droites  qui  Joignent  les  points  de  contact 
des  côtés  Tonnant  Tun  de  ces  angles,  avec  les  deux  autres  sommets,  concou- 
rent tontes  trois  en  un  même  point.  111 

XXXTII.  Dans  tout  liiargle  circonscrit,  les  droites  menées  des  som- 
mets, aux  points  de  contact  opposés,  concourent  en  un  même  point  ....    112 

XXXVIII.  Le  lieu  géométrique  des  points  d*égaie  puissance,  par  rap- 
port à  deux  circonférences,  est  une  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres.    113 

XXXIX  Les  axes  radicaux  de  trois  circonférences,  considérées  deux  à 
deux,  se  coupent  en  un  même  point 114 

XL.  Le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  coupent  orthogonale- 
ment  deux  cercles  donnés,  est  Taxe  radical  de  ces  cercles 115 

XLI.  L*axe  radical  de  deux  cercles  est  également  distant  des  deux 
polaires  de  chaque  centre  de  similitude 116 

XLII.  Le  centre  radical  de  trois  cercles  est  le  centre  commun  des  huit 
hexagones  ajrant  pour  côtés  les  polaires  des  six  centres  de  similitude,  pris 
trois  à  trois 116 

XLIII.  Lorsque  deux  circonférences  sont  orthogonales,  la  polaire  d*un 
point  M  de  la  première,  par  rapport  à  la  seconde,  passe  par  le  point  M' dia- 
métralement opposé  à  M 117 

XLI  Y.  Le  lieu  des  points  réciproques  d'un  point  donné  M,  relativement 
i  toutes  les  circonférences  ayant  même  axe,  est  la  circonféreoce  orthogonale 
aux  circonférences  données,  passant  par  le  point  M IIS 

XLT.  1"  Le  lieu  des  points  M  tels,  que  les  polaires  de  chacun  dVux, 
par  rapport  ft  trois  cercles  donnés,  se  coupent  en  un  même  point  P,  est 
I  a  circonférence  0,  orthogonale  à  ces  cercles;  2«  le  Heu  des  points  P  est 
la  même  circonférence  0;  9*  le  centre  de  cette  circonférence  est  le  centre 
radical  des  cercles  donnés;  4«  les  points  M,  P  sont  diamétralement  opposés.    118 

XLTI.  Trois  cercles  étant  donnés,  si  Ton  trace  une  circonférence  ayant 
même  axe  que  deux  d^entre  eux  et  touchant  le  troisièmct  les  six  points  de 
contact  ainsi  obtenus  coïncident  avec  les  points  où  les  circonférences  don- 
nées coupent  la  circonférence  orthogonale 118 

XLVII.  Le  point  de  rencontre  0  des  hauteurs  d*un  triangle  ABC  est  : 
i*  le  centre  radical  des  circonférences  ayant  pour  diamètres  les  côtés  du 
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triangle;  2*  le  centre  radical  des  circonférences  ajant  pour  diamètres  les 
segments  OA,OB,  OC  des  hanteurs 119 

XLviH.  Dans  tout  quadrilatère  complet,  les  circonférences  décrites  snr 
les  diagonales  comme  diamètres,  étant  prises  deux  à  deux,  ont  même  axe 
radical tl9 

XLIX.  Les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des  triangles  déterminés 
par  les  c6tés  d'un  quadrilatère  complet  sont  situés  snr  une  même  droite  .  .    120 

L.  Dans  tout  quadrilatère  complet,  les  milieux  des  trois  diagonales  sont 
en  ligne  droite 420 

LI.  Si,  d'un  point  quelconque,  on  mène  des  droites  aux  sommets  d'un 
quadrilatère  et  des  perpendiculaires  à  ces  droites  : 

I*  Les  points  où  la  perpendiculaire  répondant  à  un  sommet  coupe  les 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  trois  autres  sommets  sont,  trois  à  trois, 
sur  quatre  droites; 

2*  Ces  quatre  droites  concourent  en  un  même  point 121 

LU.  Dans  tout  quadrilatère  complet,  chacune  des  diagonales  est  partagée 
harmoniquement  parles  deux  autres. 121 

LIII.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  le  point  de  rencontre  des  diago- 
nales, et  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  forment  un  triangle 
dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  cèté  opposé 122 

LIV.  Dans  tout  quadrilatère  complet  circonscrit,  chacune  des  diagonales 
est  la  polaire  du  point  dUntersection  des  deux  autres 123 

LV.  Si  deux  quadrilatères  sont  Pun  inscrit  et  Taulre  circonscrit  à  un 
même  cercle,  de  manière  que  les  sommets  du  premier  soient  les  points  de 
contact  des  côtés  du  second  :  i^  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
ces  quadrilatères  sont  situés  sur  une  même  droite  ;  2»  les  diagonales  du  qua- 
drilatère inscrit  et  celles  du  quadrilatère  circonscrit  se  coupent  en  un  même 
point,  pôle  de  cette  droite  ;  3"  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère  inscrit  sont  situés  sur  les  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit.    134 

LVI.  Si  une  première  droite  partage  proportionnellement  deux  côtés 
opposés  d*un  quadrilatère,  et  qu'une  seconde  droite  partage  proportionnel- 
lement les  deux  autres  côtés  ;  chacune  de  ces  droites  est  divisée,  par  l'autre, 
dans  le  même  rapport  que  les  côtés  qui  déterminent  celles-ci 124 

LYII.  Par  le  centre  d'une  circonférence  inscrite  à  un  angle  œXy^  on 
élève  la  perpendiculaire  à  la  bissectrice,  et  Ton  mène  ensuite  une  tangente 
quelconque:  ces  deux  droites  déterminent,  sur  les  côtés  de  Tangle,  des  seg- 
ments dont  le  rectangle  est  constant 126 

LTIII.  Les  segments  déterminés  sur  deux  côtés  opposés  d'un  quadrila- 
tère circonscrit,  par  le  diamètre  perpendiculaire  à  la  bissecuice  de  l'angle 
formé  par  ces  côtés,  sont  inversement  proportionnels.   .   .' 127 
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LIX  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit,  la  droite  qui  joint  les  milieux 
des  diagonales,  passe  par  le  centre  du  cercle 137 

LX  Dans  tout  quadrilatère  droonscrit  : 

1*  La  droite  MN,  qui  joint  les  milieux  des  diagonales,  divise,  en  segments 
inversement  proportionnels»  les  côtés  opposés; 

2*  La  partie  de  cette  droite,  comprise  entre  deux  côtés  opposés,  est  par- 
tagée, par  le  centre  du  cercle  inscrit,  proportionnellement  k  ces  côtés; 

3*  Les  segments  de  la  droite  MN,  déterminés  par  Tune  des  diagonales  et 
par  les  côtés,  sont  en  proportion 128 

LXI.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  dont  les  diagonales  sont  rectangu- 
laires, la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  opposés  est  équivalente  au  carré 
du  diamètre 130 

LUI.  La  somme  des  carrés  de  deux  cordes  perpendiculaires  est  égale  à 
huit  fois  le  carré  du  rayon,  moins  quatre  fois  le  carré  de  la  distance  du  centre 
an  point  dMntersection  des  cordes 130 

LXIII.  Soit  AP  Pune  des  hauteurs  d'un  triangle  ABC.  Si  Ton  projette  le 

point  P  sur  les  côtés  AB,  AG,  en  D,  E,  et  que  Ton  trace  la  droite  DE,  on 

aura 

DE_  AP 

BG       SR 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit 130 

LXIT.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  précédent, 
les  distances  des  points  A,  P,  à  la  droite  DE,  sont  données  par  les  formules 

AM»|^9    PN«-j^- 131 

LXV.  Soient  AP,  BQ,  CR  les  hauteurs  d*un  triangle  ABC.  On  projette 
chacun  des  points  P,  Q,  R  sur  les  deux  côtés  opposés,  en  D  et  E,  F  et  G,  H 
et  K.  L*hexagone  DGHEFK,  inscrit  au  triangle  ABG,  jouit  des  propriétés 
suivantes  : 

1*  Les  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés,  sont  égales; 

2*  Les  côtés  opposés  sent  parallèles: 

3*  Les  sommets  appartiennent  k  une  même  circonférence  ; 

4*  En  outre,  cette  circonférence  est  concentrique  avec  le  cercle  inscrit 
au  triangle  formé  par  les  diagonales 133 

• 

LXVI.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  distances  du  point  d*lutersec- 
tion  des  diagonales,  à  deux  côtés  opposés,  sont  proportionnelles  à  ces  côtés.    194 

LXVII.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  dont  les  diagonales  sont  rectan- 
gulaires» la  distance  du  centre,  à  un  côté,  égale  la  moitié  du  côté  opposé.  .    134 

LXyiIi  SI  le  quadrilatère  ABGD  se  déforme,  en  tournant  autour  du 
point  fixe  M,  de  manière  que  les  diagonales  AG,BD,  supposées  rectangulaires, 
se  croisent  constamment  en  ce  point  M  :  1'  Les  milieux  des  quatre  côtés 
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décriTOit  une  droooféreiiee  ajrant  sod  eentie  an  miliea  I  de  MO;  S*  ckaqw 
Médiane,  telle  qne  EF,  est  no  diamètre  de  œtte  drooDférence;  3f*  le  rajoa 
B' de  celle-ci  est  donné  par  la  fonnole 

4R'«=  iR« -ïô' 155 

L  XIX.  Soit  ABCD  nn  qoadribtère  inscrit,  dont  les  diagonales  sont  recUn- 
gnhires.  Si  l'on  projette,  5nr  les  côtés, rinterseclion  M  des  diagonales,  et  qn^en 
prolonge  cbaqne  droite  de  projection  jnsqn^à  sa  rencontre  avec  le  côté  opposé 
an  cftté  perpendicnlaire  k  cette  droite  :  f  •  les  hait  points  ainsi  obtenus 
appartiennent  i  nne  même  circonférence;  3*  le  centre  et  le  rayon  de  cette 
circonférence  dépendent,  oniqnenient,  de  la  droonCérence  ABCD  ei  de  la 
positiondu  point  M 13S 

LXX.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit,  dont  I  es  diagonales  sont  reefan- 
gnlaires.  Si  Fou  projette,  snr  les  côtés,  Tintersectlon  des  diagonales,  les 
projections  A',  B^,  C%  D',  sont  les  sommets  d*an  quadrilatère  drconscrip- 
tiMeetinscriptible. 137 

LXXI.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qne  dans  le  théorème  précédent, 
les  quadrilatères  ABCD,  k'VCH^  sont  entre  eux  cooune  les  rayons  R,  r^  .  .    138 

LXXII.  Si  Ton  joint  les  sommets  A,  B,  G  d*un  triangle  i  un  point  inté- 
rieur 0,  par  les  droites  AOA',  BOB',  COC',  on  a 

OV      OB'      0C;_  .-g 

AA' ■*■  BB*  ■•"  ex:' ^ 

LXXIII.  Soient,  sur  le  côté  AB  d*on  triangle  ABC,  D.  P,  F,  F'  les  points 
de  contact  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ei-inscrits  :  la  somme  des  canes 
des  distances  du  sommet  A,  i  ces  quatre  points,  est  égale  à  b  sooune  des 
carrés  des  côtés 139 

LXXIV.  Si  d*un  point,  pris  dans  le  plan  d'un  triangle,  on  abaisse  des 
fierpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  on  détermine  six  segments  tels,  que  la 
somme  des  carrés  de  trois  d*entre  eux,  qui  n*ont  pasd^extrémltés  communes, 
est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  trois  autres 140 

LXXV.  Si  l'on  joint  le  sommet  A  d*on  triangle,  i  un  point  quelconque  M 
de  la  base  BC,  on  a 

Âb'.CM-4-ÂG*.BM  s(AmVbM.CM).BC 141 

LXXVI.  Dans  tout  triangle,  la  disunce  des  centres  de  la  droonfé- 
renoe  inscrite  et  de  la  drronféreuce  droonscrite,  est  moyenne  proportion- 
uelle  entre  le  rayon  de  celle*d  et  l'excès  de  ce  rayon  sur  le  double  du 
rayon  de  la  première 141 

LXX  VII.  Dans  tout  triangle,  la  distance  des  centres  d*une  des  droonfè- 
rences  ex-inscrites  et  de  la  drcooférence  drconscrite,  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  rayon  de  celle-d  et  la  somme  de  ce  rayon  et  du  double 
du  rayon  de  la  première 144 
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LXXyilI.  Dans  tout  triangle,  uo  côté  quelconque  est  moyeu  propor- 
tionnel entre  la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits,  tangents  aux  pro- 
longements de  ce  côté,  et  Texcès  du  rayon  du  troisième  cerole  circonscrit, 
sur  le  rayon  du  cercle  inscrit 144 

LXXIX.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  comprises 
entre  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  les  centres  des  cercles  tangents  aux 
trois  o6tés,  est  égale  à  douze  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit  .  •    146 

liWX.  Dans  tout  triangle, le  carré  de  la  distance  comprise  entre  le  centre 
du  cercle  circonscrit  et  le  centre  des  moyennes  distances,  est  égal  au  carré 
du  rayon  de  ce  cercle,  moins  le  neuvième  de  la  somme  des  carrés  des  côtés.    147 

LXXXI.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  des  som- 
mets, au  centre  du  cercle  inscrit,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  côtés, 
augmentée  de  trois  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  inscrit,  et  diminuée  du 
carré  du  demi-périmétrc 148 

LXXXII.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  des  som- 
mets, au  centre  du  cercle  inscrit,  est  ^l  à  la  somme  des  rectangles  des 
côtés,  diminuée  de  douze  fois  le  rectangle  des  rayons  du  cercle  inscrit  et  du 
cercle  circonscrit.  . 149 

LXXXIII.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  distances  des 
sommets,  au  centre  d'un  cercle  ex-inscrit,  est  égale  à  douze  fois  le  rectangle 
des  rayons  de  ce  cercle  et  du  cercle  circonscrit,  plus  le  rectangle  des  côtés 
adjacents  à  Tangle  auquel  est  opposé  le  cercle  ex-inscrit,  moins  la  somme 
des  rectangles  de  chacun  de  ces  côtés  et  du  troisième 149 

LXXXiy.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  carrés  des  douze  droites  qui 
joignent  les  sommets  aux  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés,  est 
égale  à  quarante-huit  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit 150 

LXXXT.  Dans  tout  triangle,  le  carré  de  la  distance  comprise  entre  le 
centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre  des  moyennes  dislances,  est  égal  au 
carré  du  rayon  de  ce  cercle,  augmenté  des  deux  neuvièmes  de  la  somme  des 
carrés  des  côtés,  et  diminuée  du  douzième  du  carré  du  périmètre 150 

LXXXYI.  Dans  tout  triangle»  le  carré  de  la  distance  comprise  entre  le 
centre  du  cercle  inscrit  et  le  point  de  concours  des  hauteurs,  est  égal  à 
quatre  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit,  plus  deux  fois  le  carré 
du  rayon  du  cercle  inscrit,  moins  la  demi-somme  des  carrés  des  côtés.  .  .    151 

LXXXVn.  Dans  tout  triangle,  les  carrés  des  rayons  des  cercles  tangents 
aux  côtés,  augmentés  des  carrés  des  côtés,  donnent  une  somme  égale  à  seize 
fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit 155 

LXXXVni.  L*in?erse  du  rayon  du  cercle  inscrit  à  un  triangle,  est  égal 
à  la  somme  des  inverses  des  trois  tiauteurs  .  • 154 

LXXXDL  Si  d*nn  poinr A,  pris  dans  le  plan  d*uD  angle,  on  mène  des 
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XCTL  A,  B  élaol  denx  points  d^me  figore,  eC  A',  B"  les  poôds 
pondaals  de  b  figore  féciproqae;  oa  a,  eo  appebM  R  le  njam  da  eerde 

ILCVn.  Si,  Iboo  cercle  I,  inscrit  à  an  angle  JEOyjOOBièoenaeUageBle 
estérieore  quelconque  A'B',  la  drooniérenoe  circonscrile  an  iriai^  OA'B' 
est  tangente  à  une  drcooférenoe  fixe  C,  inscriteà  Tanfl^  xOy 164 


XCVm.  Deox  polygones  qnekonqoes»  de  3»  oôlésy  aoat 
quand  leurs  côtés  ont  les  mêmes  milieux 164 

1LCDL  Soit  A'B'C  U  droite  de  SImson,  rebtire  i  un  point  M  et  à  un 
trbngle  ABC 
1«  Les  distances  de  M,  aux  points  A,  B,  C,  A',  r,  C,  satisfont  aux  leb- 

reblions: 

AM.Alfs=BM.Blf  =  CH.Clf; 

2*  Si  MP  est  b  plus  courte  distance  du  point  à  b  droite  : 

"*^™  *~AII       ^      BM       ■"      CM        

c.  Soit  une  transTersale  XY,  déterminant,  dans  deux  oerdes  0, 0',  des 
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cordes  AB,  A'B',  égales  eotre  elles.  Si  M  est  le  point  de  coocours  des  tan- 
gentes en  A,  B'  : 

l»  Les  oerde  s  0, 0'  sont  vas,  de  H,  sous  des  angles  égaux  ; 

2*  Le  lien  de  ce  point  est  une  circonférence 166 

CI.  Sur  le  diamètre  AB  d*an  demi-cercle,  ou  construit  un  rectangle  dont 
la  hauteur  AC  égale  le  côté  du  carré  inscrit  Si  Ton  joint  les  sommets  C,  D  à 
un  point  quelconque  M,  de  la  demi-circonférence,  par  les  droites  CM,  DM, 
coupant  en  E,  F  le  diamètre,  on  a 

"ÎS'-I-'BE*=ÂB*. 167 

eu.  Dans  tout  triangle  : 

1*  Les  milieux  des  côtés,  les  pieds  des  hauteurs,  les  milieux  des  segments 
compris  entre  les  sommets  et  le  point  de  rencontre  des  liauteurs,  sont  neuf 
points  situés  sur  une  même  circonférence  û,  ; 

^  Le  centre  de  û  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs  au  centre  du  cercle  circonscrit  ; 

3»  Le  rayon  de  Q  est  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit 170 

cm.  Si  deux  circonférences  mobiles  G,  C  touchent  deux  circonférences 
fixes  0, 0',  aux  points  A,  B,  A',  B'  :  1*  les  cordes  AA',  BB',  des  cercles  mo- 
biles, se  coupent  en  un  point  fixe  P  ;  2o  le  lieu  du  point  de  rencontre  0  des 
cordes  AB,  A'B',  appartenant  aux  cercles  fixes,  est  Taxe  radical  de  ces  cercles.    1 72 

CIV.  Soit  A  A'  une  tangente  commune  à  deux  cercles  0, 0',  et  soit  C  lue 
circonférence  tangente  à  ces  cercles  :  1*  les  cordes  de  contact  AB,  A'B'  se 
coupent  en  un  point  R  de  la  circonférence  G';  2*  le  point  R  appartient  à 
Taxe  radical  des  cercles  0,  0'  ;  3'  le  rayon  RG'  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente AA' 173 

CV.  Soient  :  0, 0'  deux  circonférences  données;  AA',  DD',  deux  de  leurs 
tangentes  communes  ooiguguées;  G',  une  circonférence  tangente  à  0,  (/; 
R,  R',  les  points  oii  cette  ligne  coupe  Taxe  radical  de  0, 0'  :  la  tangente  DD' 
est  Taxe  radical  commun  de  la  <:irconférence  G'  et  de  chacune  des  circonfé- 
rences orthogonales  à  0,  0',  décrites  du  point  R  ou  du  point  R'  conune 
centre 174 

CVI.  Dans  tout  triangle,  la  circonférence  des  neuf  points  est  tangente 
au  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits 176 

CYII.  Soit  D  le  point  où  le  côté  BG  du  triangle  ABC  touche  la  circonfé- 
rence inscrite  I;  soit  E  le  point  oti  ce  même  côté  touche  la  circonférence 
ex-Inscrite  a,  opposée  au  sommet  A.  Si,  sur  DE  comme  diamètre,  on  décrit 
une  circonférene  qui  coupe  en  F,  G  la  tangente  commune  conjuguée  de 
AB,  ces  points  F,  G  appartiennent  à  la  circonférence  des  neuf  points  ....    177 

CYIU.  Dans  tout  triangle,  la  circonférence  des  neuf  points  touche  les 
douze  cercles  inscrits  ou  ex-Inscrits  aux  trois  triangles  déterminés  par  deux 
des  sommets  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs. 178 
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en.  SîdaBcer«laO,lsoBltels,qm'nitriaagleABCp«iweéliei 
aa  prôner  et  ctraMMcril  an  feoood,  I»  dreooféreBees  tÊagfaieg  an  cAlâ 
da  îmaffe  k't^C,  qm  a  poor  sosiaelsia  poialiok  ABCuwebe  b  cireoB- 

lyfOBllaogealesàiio  cetdefxe 179 


ex.  Si  deux  eerclesO,Iiootldftyqa*ni  triangle  ABC  puiaaeétrei 
aa  premier  elcirconserli  an  second,  b  dreonférenee  cîroonscnleaa  triangle 
A^wrc^tonoé  par  les  tangentes  en  A,  B^C,  an  eerde  O,  est  tangente  à  u 


CXL  Le  cercle  circonscrit  à  nn  triangle  ABC  loadie  les  aeixe  cercles 
InscriU  on  ex-inscrits  anx  qnatre  triangles  ayant  poor  sonnets  les  centres 
des  cercles  tangenU  aux  c(yiés  de  ABC ISO 

CXH.  Dans  toot  Iriangle  ABC,  bctroonCérenceû  des  neof  points  toocke: 
1*  les  seize  ctfrdes  inscrits  on  ex-inscrits  aax  quatre  triangles  ajant  pour 
sonnets  les  centres  des  cercles  tangents  aox  côtés  dn  triai^sle  dont  les 
sonnets,  sont  les  milieux  des  segments  conpris  entre  les  soounets  A,  B , 
C  et  le  point  de  concoors des  hauteurs;  9>  trois  autres  groupes  de  seiie 
cercles ISI 

CXm.  Soient  deux  triangles  semblables  et  semblablement  placés.  Si  nn 
triangle  est  inscrit  au  premier  et  circonscrit  au  second,  Paire  de  ce  troisiéne 
trbngle  est  moyenne  |m>portionnelle  entre  les  aires  des  deux  premiers.  .  .    182 


I.  Par  nn  point  donné,  mener  une  droite  qui  passe  au  point  de  concours 
de  deux  droites  que  Ton  ne  peut  prolonger 182 

U.  Partager  un  quadribtère,  dans  un  rapport  donné,  par  une  droite  paral- 
lèle li  une  direction  donnée  183 

m.  Inscrire  un  carré  à  un  triangle  donné 185 

IV.  A  un  quadrilatère  donné,  droonserire  nn  quadrilatère  sembbbleà  im 
autre  quadrilatère  donné 185 

V.  Inscrire,  à  un  rectangle  donné,  un  rectangle  semblable  à  un  autre 
rectangle  donné 186 

TL  Par  un  point,  situé  sur  la  bissectrice  d'un  angle  droit,  mener  une 
transversale  telle,  que  le  segment  de  cette  droite,  compris  entre  les  c6tés  de 
Sangle,  ait  une  longueur  donnée 188 

Tn.  Par  un  point,  situé  sur  la  bissectrice  d*un  angle  droit  A,  mener  une 
transversale  UN  telle,  que  le  triangle  MAN  soit  équivalent  à  un  carré  donné .    190 

Tni.  Par  tin  point,  situé  dans  un  angle  droit  A,  mener  unetransvarsaleMN 
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telle,  que  le  triangle  M  AN  soit  équivalent  à  un  carré  m' 190 

IX.  Par  un  point,  situé  dans  le  plan  d'un  angle  quelconque  A,  mener  une 
transversale  MN  telle,  que  le  triangle  M  AN  soit  équivalent  à  un  carré  donné  .    iOl 

X.  Par  un  point,  situé  dans  le  plan  d'un  angle,  mener  une  transversale 
telle,  que  le  rectangle  des  segments,  déterminés  par  cette  droite  sur  les  côtés 
deTangle,  soit  équivalente  nu  carré  donné 191 

XI.  Par  un  point,  situé  dans  le  plan  d'un  angle,  mener  une  transversale 
telle,  que  le  rectangle  des  segments  de  cette  droite,  interceptés  entre  le  point 
donné  et  les  côtés  de  Tangle,  soit  équivalent  à  un  carré  donné 199 

XII.  Inscrire,  à  un  angle  donné,  une  droite  de  longueur  donnée,  de  ma- 
nière que  le  rectangle  résultant  soit  équivalente  un  carré  donné 192 

XIII  Inscrire,  entre  les  côtés  d'un  angle  donné,  un  triangle  semblable  à 
un  triangle  donné  et  ayant  un  sommet  donné 194 

XIV.  A  un  triangle  ABC,  Inscrire  un  triangle  semblable  e  un  triangle 
donné  et  qui  ait  l'un  de  ses  sommets  situé  en  D,  sur  le  côté  AB 195 

Xy.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois  hauteurs 195 

XTI.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  hauteurs  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit 196 

XVII.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  hauteur  a'  abaissée  sur  le 
côté  inconnu  a,  le  rayon  r  du  côté  inscrit,  et  le  rayon  a  du  cercle  ex-inscrit, 
tangent  au  côté  a 197 

XVIII.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  hauteur  a'  abaissée  sur  le 
côté  inconnu  a,  et  les  rayons  /3,  y  des  cercles  ex-inscrits,  tangents  aux 
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carré  donné 317 

XXX VI II.  Par  Tun  des  points  d'intersection  A  de  deux  circonférences 
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ment AB  et  une  droite  donnée  m,  augmenté  du  rectangle  feit  sur  le  segment 

AC  et  une  droite  donnée  n,  soit  équivalent  à  un  carré  donné 919 

XXXIX.  Inscrire,  à  un  cercle  donné,  un  triangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  à  trois  droites  données 3â0 

XL.  Inscrire,  à  un-cercle  donné,  un  triangle  dont  deux  côtés  soient  paral- 
lèles à  deux  droites  données  et  dont  le  troisième  côté  passe  par  un  point  donné.    230 

XLI.  Inscrire,  k,  un  cercle  donné,. un  triangle  dont  deux  côtés  passent 
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par  deux  poiols  donnés  et  dont  ]e  iroîsième  côté  soit  psirallèle  à  une  droite 
donnée. 2il 

XLl  J.  Inscrire,  à  un  cercle  donné,  un  polygone  dont  les  côtés  passent  par 
trois  points  donnés 222 

XLIII.  Inscrire,  à  un  cercle  donné,  un  triangle  dont  un  côté  passe  par 
un  point  donné  et  dont  les  autres  côtés  soient  parallèles  k  des  droites 
données ^22 

XLIV.  Inscrire,  à  un  cercle  donné, un  poljrgone  dont  les  côtés  passent 
par  des  points  donnés 2?3 

XLV.  Circonscrire,  à  un  cercle  donné,  un  triangle  dont  les  sommets 
soient  situés  sur  trois  droites  données 224 

XL VI.  Construire  un  cercle  tel,  que  les  angles  circonscrits,  dont  les 
sommets  seraient  trois  points  données,  soient  respectivement  égaux  à  des 
angles  donnés 225 

XLVII.  Construire  un  cercle  tel,  que  les  tangentes  menées  à  ce  cercle, 
par  trois  points  donnés,  aient  des  longueurs  -données 320 

XL'VIII.  Quelle  est  la  route  que  doit  suivre  une  bille,  sur  un  billard  cir- 
culaire, pour  revenir  au  point  de  départ,  après  deux  réflexions  successives 
sur  la  bande  ? 226 

XLIX.  Trouver  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  à  trois  points 
donnés,  soit  un  minimum 228 

L.  M  étant  le  point  dont  la  somme  des  distances  aux  sommets  d'un 
triangle  donné  est  un  minimum,  on  demande  d^exprimer  cette  somme  en 
fonction  des  côtés 230 

U.  Trouver  un  point  tel,  ({ue  la  somme  des  carrés  de  ses  distances,  aux 
lroiscôtésd*un  triangle,  soit  un  minimum 230 

LU.  Exprimer,  en  fonction  des  côtés  d*un  triangle  ABC,  le  périmètre  du 
triangle  A'B'C  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  de  ABC 233 

LUI.  Etant  donnés  un  cercle  0  et  une  droite  AB;  trouver,  sur  le  dia- 
mètre OE  perpendiculaire  à  cette  droite,  an  point  tel,  que,  menant  par  ce 
point  une  corde  quelconque  CC,  et  abaissant,  des  extrémités  de  cette  corde, 
les  perpendiculaires  CD,  Clï  sur  la  droite  donnée,  on  ait 

CD"*"cîr  =  ^^°*'*°** 234 

U  V.  Étant  données  deux  circonférences  0, 0',  on  prend  an  point  A  sur 
la  première  et  un  point  B  sur  la  seconde;  et  Ton  propose  de  trouver,  sur 
Taxe  radical  de  ces  lignes,  un  point  C  tel,  que  si  Ton  mène  les  sécantes  CAD, 
CBE,  la  droite  DE,  qui  joint  les  seconds  points  d'inlersectioo  de  ces  sécantes 
et  des  ciroonférences  données,  soit  perpeodicalaire  k  Taxe  radical 336 
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LY.  Décomposer  un  carré  en  trois  carrés  égfoa 3S7 

LYI.  Ouel  est  le  lien  des  points  de  contact  muliiels  de  deux  circonfé- 
rences variables,  tan^nles  à  deox  circonférences  fixes? 339 

LTII.  Étant  donnés  deox  points  A,  B,  trouver  le  lieu  des  points  G  satis- 
faisant k  la  relation 

mAfc'  -I-  nBC'«  l«, 

dans  laquelle  m,  n,  l  sont  des  nombres  donnés  et  une  longueur  donnée.  .  .   340 

LYIII.  Étant  donnés  deux  points  A,  B,  trouver  le  lieu  des  points  G  satis- 
faisant à  la  relation 

mïC*— nBC  =*•, 

dans  laquelle  m,  n,  /  sont  des  nombres  donnés  et  une  longueur  donnée.   .  .    241 

LIX.  Étant  donnés  deux  groupes  de  points,  trouver  le  lieu  des  points 
tels,  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  chacun,  au  point  du  premier 
groupe,  diminuée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  points  du 
second  groupe,  soit  égale  à  un  carré  donné S4I 

LX.  Quel  est  le  lien  des  points  tels,  que  les  tangentes,  menées  de  chacun 
à  deux  cercles  donnés,  soient  entre  elles  conune  deux  longueurs  données?  .    24S 

LXI.  Quel  est  le  lieu  géométrique  d*uu  point  tel,  que  sa  distance  à  la  base 
d'un  triangle  isoscèle  donné,  soit  moyenne  proportionnelleentre  ses  distances 
aux  deux  autres  côtés? 345 

LXII.  Étant  données  une  droite  fixe  AB  et  deux  perpendiculaires  AG,  BD, 
on  coupe  ces  deux-ci  par  une  transversale  quelconque  EF;  on  prend  sur 
AB  un  point  P  tel,  que  le  rectangle  des  segments  de  AB  soit  équivalent  au 
rectangle  des  segments  déterminés  sur  les  perpendiculaires;  puis,  du  point 
P,  on  abaisse  PM  perpendiculaire  à  EF.  Quel  est  le  lieu  du  point  M  ?  ...  .    944 

LXIfl.  Par  l'un  des  points  d'intersection  de  deux  circonférences  0,0',  on 
mène  deux  droites  rectangulaires  Pa,  Pa',  qui  rencontrent  la  ligne  des  centres 
en  a^a\  et  les  circonférences  en  6,c,  et  6',c'.  Démontrer  que  l'on  a  toujours 

iî^^-l' M5 

ae       a'cr 

LXIV.  Par  un  point  0,  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  BA  du 
cercle  C,  on  mène  une  sécante  quelconque  OMM'  ;  on  prend  les  milieux  N,  N' 
des  arcs  Alf,  AM';  on  joint  le  centre  C,  aux  points  N,  N',  par  les  droites  GN, 
CN',  lesquelles  rencontrent  en  D,  D' la  perpendiculaire  menée,  au  diamètre 
AB,  par  le  point  0.  Prouver  que  le  rectangle  de  OD  par  OD'  est  constant, 
quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante 345 

LX  V.  Prouver  qu'il  existe,  sur  la  ligne  CC  des  centres  de  deux  cercles 
qui  ne  se  coupent  pas,  deux  points  0, 0'  satisfaisant  aux  relations 

CO.CO'==R*,    C'O.C'0'  =  R'«, 

dans  lesquelles  R,  R' désignent  les  rayons 246 
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LXYI.  Prouver  qu^il  existe,  sur  la  ligne  des  ceptres  de  deux  cercles  inté- 
rieurs Tun  à  I*autre,  deux  points  tels,  que  les  distances  de  chacun,  aux  extré- 
mités d^une  corde  commune,  perpendiculaire  à  ta  ligne  des  centres,  sont  dans 
un  rapport  constint 247 

LXVII.  Étant  donnés  un  cercle  0  et  une  droite  AB  qui  ne  se  rencontrent 
pas,  on  prend,  sur  la  droite,  un  point  quelconque  M,  d*où  Ton  mène  deux  tan- 
gentes au  cercle;  on  prolonge  la  corde  de  contact  CD  jusqu'à  sa  rencontre, 
en  M',  avec  la  droite  donnée.  Existe-t-il  un  point  P  d*où  le  segment  MM' 
soit  vu  sous  un  angle  droit,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M?  .   .   .  .    248 

LXTIII.  Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  à  un  cercle  0,  on  forme  un 
second  triangle  ABC  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  côtés  du  premier, 
et  tel,  en  outre,  que  les  droites  AP,  BQ,  CR  se  coupent  en  un  même  point  D. 
Des  sommets  A,  B,  C,  on  mène  les  tangentes  ka,  B6,  Ce  :  elles  coupent  en  a. 
6,  c  les  côtés  BC,  Ca,  AB  respectivement  opposés  à  ces  sommets.  On  propose 
de  démontrer  que  les  trois  points  a,  b,c  sont  en  ligne  droite â^ 

LXIX.  Étant  donnés  deux  points  flxes  A,  B  et  deux  longueurs  >,  /u,  on 
prend,  sur  la  direction  de  AB,  un  point  quelconque  M,  qu'on  regarde  comme 
le  centre  d'un  cercle  décrit  d*un  rayon  R  déterminé  par  la  relation 

R.AB=>.AM  +  M.BM. 

Prouver  que  les  différents  cercles,  ainsi  décrits  pour  les  différents  points  M 

de  la  droite  AB,  sont  tous  tangents  à  deux  mêmes  droites  fixes 352 

LXX.  Étant  donnés  deux  axes  fixes  0^,  Oy  ;  autour  d'un  |)oint  fixe  P  on 
fait  tourner  un  angle  d?b  de  grandeur  donnée  a.  On  demande  de  prouver 
quMl  existe  sur  Taxe  Qx  un  point  fixe  A,  et  sur  Taxe  Oy  un  point  fixe  B,  tels 
que  le  rectangle  des  segments  Aa,  B&  reste  constant  pour  toutes  les  positions 
de  l'angle 252 

LXXI.  Étant  donnés  deux  cercles  0,  0'  qui  ne  se  touchent  pas;  de  chaque 
point  M  de  Tun,  0,  on  mène  deux  droites  aux  centres  de  similitudes  S,  S' des 
deux  cercles  ;  ces  droites  rencontrent  l'autre  cercle  O'  en  quatre  points  a, 
a\  6,  y.  Prouver  que  deux  de  ces  points  sont  sur  un  diamètre  du  cercle  0', 
et  que  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  passe  par  un  point  fixe,  quel  que 
soit  le  point  M  pris  sur  le  cercle  0 253 

LXXII.  Par  un  point  A,  situé  sur  la  bissectrice  d'un  angle  aK)^,  on  mène 
une  transversale  BAC,  qui  rencontre  en  B,  C  les  côtés  de  Tangle.  On  abaisse 
BD,  CE  perpendiculaires  à  la  bissectrice;  puis,  ayant  pris  le  milieu  G  de  OA, 
on  décrit  une  circonférence  sur  GE  comme  diamètre.  Quel  est  le  lieu  des 
intersectiohs  de  cette  ligne  avec  la  perpendiculaire  BD? 255 

LXXIII.  Par  le  point  de  conUct  A  de  deux  circonférences  0, 0',on  mène 
deux  cordes  AG,  aC,  dont  le  rapport  m  est  donné.  Des  centres  0,  0\  ou 
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abaisse  des  perpendiculaires  OP,  O'P  sur  ces  cordes.  Quel  est  le  lieu  du 
point  P?  . 256 

LXXTY.  On  donne  une  circonférence,  une  droite  LL',  et  deux  points  A, 
A'  sur  la  circonférence.  On  joint  un  point  quelconque  M,  de  la  courbe,  aux 
points  A,  A';  les  droites  MA,  MA'  rencontrent  LL'  en  P,  P'.  Démontrer  qu'il 
existe,  sur  LL',  deux  points  lixes  1, 1',  tels,  que  le  rectangle  de  IP  parl'P* 
devienne  constant,  lorsque  le  point  M  se  meut  sur  la  circonférence.  Déler^ 
miner  les  positions  de  ces  points îùI 

LXXV.  A  un  triangle  donné,  inscrire  le  système  de  trois  cercles  tels,  que 
chacun  d'eux  soil  langent  aux  deux  autres  et  à  deux  côtés  du  triangle  ...    258 


LIVRE  IV. 


I.  Dans  tout  pentagone  régulier,  convexe,  les  diagonales  se  coupent  mu- 
tuellement, en  moyenne  et  extrême  raison â6l 

II.  Le  côté  du  décagone  régulier  étoile  inscrit  est  égal  au  côté  du  déca- 
gone régulier  inscrit,  convexe,  augmenté  du  rayon S6t 

III.  Si,  sur  les  segments  AC,  BG  du  diamètre  AB  d'un  cercle  0,  on  décrit, 
de  part  et  d'autre  de  c^lle  droite,  deux  demi-circonférences  ADC,  GEB;  la 
ligne  ADGEB,  formée  par  l'ensemble  de  ces  demi-circonférences,  partage  le 
cercle  en  deux  segments  proportionnels  aux  segments  du  diamètre  ....    2Cô 

IV.  Si  deux  arcs  ont  une  somme  moindre  que  la  demi-circonférence,  le 
rectangle  de  leurs  cordes  est  équivalent  à  celui  qui  aurait  pour  dimensions 
le  rayon  et  l'excès  de  la  corde  du  supplément  de  la  différence  des  arcs  sur  la 
corde  du  supplément  de  leur  somme %4 

V.  Si  deux  arcs  ont  une  somme  plus  grande  que  la  demi-circonférence, 
le  rectangle  de  leurs  cordes  est  équivalent  à  celui  qui  aurait  pour  dimen- 
sions le  rayon  et  la  somme  des  cordes  du  supplément  de  la  différence  et  du 
supplément  de  la  somme  de  ces  arcs •  •  .    265 

TI.  Une  circonférence  étant  partagée  en  un  nombre  impair  de  parties 
égales;  si  Ton  joint  le  point  diamétralement  op|K)séà  l'un  des  points  de  divi- 
sion, avec  tons  ceux  qui  sont  situés  sur  la  même  demi-circonférence, le  pro- 
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doit  des  cordes  ainsi  menées  est  égal  à  une  puissance  du  rayon  marquée  par 

le  nombre  des  cordes 365 

TH.  Une  circonrérence  étant  partagée  en'  un  nombre  impair  de  parties 
^les;  si  Ton  joint  le  point  diamétralement  opposé  à  celui  dontUndice  est 
zéro,  avec  les  points  dont  les  indices  sont  les  termes  de  la  progression  1,  3, 
4, 8.. ,  le  produit  des  cordes  ainsi  menées  est  égal  à  une  puissance  du  rayon 
marquée  par  le  nombre  des  cordes 266 

YIII.  On  peut,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  diviser  la  circonférence 
en  dix-sept  parties  égales 367 

IX.  11  existe  toujours  une  circonrérence  à  laquelle  est  inscriptfble  un 
polygone  convexe  dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  à  des  droites 
données 269 

X.  Entre  tous  les  polygones  formés  avec  des  côtés  donnés,  le  maximum 

est  le  polygone  convexe  tnscriptible 370 

XI.  Entre  tous  les  triangles  isopérimètres,  de  même  base,  le  maximum 

est  le  triangle  isoscèle 271 

XII.  Entre  tous  les  polygones  isopérimètres,  d*un  même  nombre  de  côtés, 

le  polygone  maximum  est  équilaléral 271 

XIU.  Entre  tous  les  polygones  isopérimètres,  d*un  même  nombre  de 
côtés,  le  maximum  est  le  polygone  régulier 373 

Xiy.  Entre  tous  les  polygones  équivalents,  d'un  même  nombre  de  côtés, 
le  polygone  régulier  a  le  périmètre  minimum 273 

XY.  De  deux  polygones  réguliers  îsopérimètres,  le  maximum  est  celui 
qui  a  le  plus  grand  nombre  de  côtés 373 

XYI.  De  tous  les  triangles  inscrits  à  un  niéme  segment,  le  maximum,  en 
surface  et  en  périmètre,  est  le  triangle  isoscèle 273 

XYII.  Entre  tous  les  polygones  d'an  même  nombre  de  côtés,  inscrits  à 
en  même  cercle,  le  maximum,  en  surface  et  en  périmètre,  est  le  polygone 
régulier 273 

XVIII.  De  deux  polygones  réguliers,  inscrits  à  un  même  cercle,  celui  qui 

a  le  plus  grand  nombre  de  côtés  est  le  plus  grand  en  surface 273 

XIX.  De  deux  polygones  réguliers,  inscrits  à  un  même  cercle,  celui  qui  a 

le  plus  grand  nombre  de  côtés  a  le  plus  grand  périmètre 275 

XX.  De  tous  les  triangles  qui  ont  même  hauteur  et  même  angle  opposé  à 

la  base,  le  plus  petit  est  le  triangle  isoscèle. 275 


[.  De  tous  les  polygones  d*un  même  nombre  de  côtés,  circonscrits  à 
un  même  cercle,  le  plus  petit,  en  surface  et  en  périmètre,  est  le  polygone 
régulier 276 
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XXII.  De  deux  polygones  régalien,  circonscrits  à  ao  même  cercle,  celui 
qui  a  le  pins  grand  nombre  de  cfttés  est  le  plus  petit,  en  sur£ice  et  en  péri- 
mètre  277 


Problème*. 

I.  On  construit,  sur  le  diamètre  AB  d*une  circonférence  G,  un  triangle 
équilatéral  ABD;  on  divise  AB  en  n  parties  égales;  on  Joint  Textrémité  E,  de 
la  deuxième  division,  au  point  D,  par  la  sécante  DEF.  Quelle  est  l'expression 

de  la  corde  AF? 2t7 

II.  On  construir,  sur  le  diamètre  AB  d'une  circonférence  C,  un  triangle 
équilatéral  ADB;  on  divise^  le  rayon  GAenn  parties  égales;  on  joint  Textré- 
mité  E,  de  la  quatrième  division,  au  point  D,  par  la  sécante  DEF.  Quelle  est 
Texpression  de  la  corde  FG,  G  étant  Textrémité  du  diamètre  DGG? 980 

m.  Sur  les  prolongements  de  deux  rayons  OA,  OB,  perpendiculaires 

entre  eux,  on  prend  AC  =:  BD  =  -  OA.  On  mène  GD,  qui  coupe  en  F,  G  la 

circonférence.  On  joint  le  point  G  au  point  E  déterminé  en  prenant,  sur  AO, 
AE  =  3AG. 
Évaluer  la  longueur  de  EG 281 

IV.  A  rextrémité  du  rayon  GB  d^un  cercle  donné,  on  élève  une  tangente BD 
égale  au  diamètre;  on  prolonge  cette  tangente  d'une  longueur  Da  égale  au 
cinquième  du  rayon,  et  d'une  longueur  D6  égale  au  trois  cinquièmes  du  rayon; 
on  prend  BA  égale  à  Ca;  enfin,  par  le  point  A,  on  mène  AB  parallèle  i  Cb. 
Quelle  est  Texpression  de  BE? 283 

T.  Gonnaissant  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  semblables, 
Tun  inscrit,  l'autre  circonscrit,  déterminer  les  périmètres  des  polygones 
réguliers,  Tun  inscrit,  Tautre  circonscrit,  d'un  nombre  double  de  côtés.  .  .    284 

VI.  Gonnaissant  les  aires  de  deux  polygones  réguliers  semblables,  l'un 
inscrit,  l'autre  circonscrit,  trouver  les  aires  des  polygones  réguliers,  l'un 
inscrit,  l'autre  circonscrit,  d'un  nombre  double  de  côtés 387 

TII.  Gonnaissant  le  rayon  et  l'apothème  d'un  polygone  régulier,  trouver 
le  rayon  et  l'apolbème  d'un  polygone  régulier  isopérimètre,  d'un  nombre 
double  de  côtés 389 

VIII.  Connaissant  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  inscrits, 
l'un  de  n  côtés,  l'autre  de  2n  côtés;  trouver  le  périmètre  du  polygone  régu- 
lier inscrit,  de  An  côtés. ^1 

DL  Gonnaissant  les  aires  de  deux  polygones  réguliers  inscrits,  fun  de  n 
côtés,  Tautre  de  2n  côtés  ;  trouver  l'aire  du  polygone  régulier  inscrit,  de  An 
côtés »i 
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X  Connaissaiit  les  rayons  de  deux  polygones  réguliers  isopériniètres, 
Ton  de  n  côtés,  Tsutre  de  2n  côtés;  trouver  le  rayon  du  polygone  régulier 
isopérimètre,  de  4n  côtés. ^ •    993 

XI.  Calculer  les  aires  et  les  périmètres  des  polygones  réguliers  de  4,  8, 
16,...  côtés,  inscrits  k  un  cercle  donné 294 

XII.  Les  côtés  d'un  décagone  régulier  étoile,  inscrit  à  un  cercle, 
forment,  par  leurs  intersections  successives,  un  polygone  régulier,  ayant 
vingt  côtés.  Quels  sont,  en  fonction  du  rayon  du  cercle,  l'aire  et  le  périmètre 

de  ce  polygone  ? 297 

XIII.  inscrire,  âi  une  circonférence  donnée,  un  polygone  régulier  de 
trente-quatre  côtés 398 

XIV.  Calculer,  à  moins  de  0^001,  le  rapport  entre  le  côté  du  polygone 
régulier  de  trente-quatre  côtés  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 302 

XV.  Calculer,  à  moins  de  0^0001,  le  rapport  entre  le  côté  du  polygone 
régulier  de  dix-sept  côtés  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 304 

XVI.  A  un  cercle  donné,  inscrire  cinq  carrés  égaux,  de  manière  que 
Tun  d*eux  soit  concentrique  au  cercle,  et  que  chacun  des  quatre  autres  ait 
deux  sommets  sur  la  circonférence 305 

XVII.  A  un  cercle  donné,  inscrire  six  pentagones  réguliers  égaux,  de 
manière  queTund^eux  soit  concentrique  au  cercle,  et  que  chacun  des  cinq 
autres  ait  un  sommet  sur  la  circonférence 306 

XVIII.  A  un  cercle  donné,  inscrire  sept  hexagones  régullera  égaux,  de 
manière  que  Tnn  d'eux  soit  concentrique  au  cercle,  et  que  chacun  des  six 
autres  ait  deux  sommets  sur  la  circonférence 307 

XIX  Décomposer  un  hexagone  régulier,  en  hexagones  réguliers  et  en 
triangles  équilatéraux 308 


LIVRE  V. 


Tlié«rèmefl. 


I.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  bissecteura  des  angles  dièdres  se 
coupent  suivant  une  même  droite 309 

II.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  par  les  bis- 
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sectrices  des  faces  opposées,  se  coupent  suivant  une  même  droite .  .  .    310 

III.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  bissectrices  des 
faces,  perpendiculairement  à  ces  faces,  se  coupent  suivant  une  même  droite.    31  f 

IT.  Les  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre,  perpendiculaire- 
ment  aux  faces  opposées,  se  coupent  suivant  une  même  droite 311 

V.  Dans  tout  trièdre,  la  somme  des  auj^Ies  formés  par  les  arêtes,  avec  les 
bissectrices  des  faces  opposées,  est  moindre  que  la  somme  des  faces.   ...    313 

VI.  La  somme  des  dièdres  d*un  angle  polyèdre  convexe,  de  n  faces,  est 
comprise  entre  3n  et  3(n  —  2)  dièdres  droits •   •  •    '*^ 

TH.  Tout  plan,  parallèle  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  gauche, 
partage  proportionnellement  les  deux  autres  côtés  .   .  . 313 

YIII.  Si  une  première  droite  partage  proportionnellement  deux  côtés 
opposés  d*un  quadrilatère  gauche,  et  qu'une  seconde  droite  partage  propor- 
tionnellement les  deux  autres  côtés  du  quadrilatère:  1<^  ces  deux  droites 
sont  dans  un  même  plan;  2o  chacune  d'elles  est  partagée,  par  Pautre,  en 
deux  segments  proportionnels  aux  segments  des  côtés  qu'elle  ne  rencontre 
pas 314 

IX.  Tout  plan  transversal  détermine,  sur  les  quatre  côtés  d'un  quadrila- 
tère gauche,  huit  segments  tels,  que  le  produit  de  quatre  segments  non 
consécutifs  est  égal  au  produit  des  quatre  autres 315 

X.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets 
d*un  parallélogramme 316 

XI.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  le  point  de  rencontre  des  droites  qui 
joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  est  situé  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales 310 

XII.  Tout  plan  transversal  détermine,  sur  les  côtés  d'un  triangle,  six 
segments  tels,  que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au 
produit  des  trois  autres 317 

XIII.  Si  les  côtés  d'un  polygone  gauche  sont  coupés  par  un  plan  trans- 
versal, le  produit  des  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des 
autres  segments 317 

XIV.  Si,  par  une  droite  quelconque,  et  parles  différents  sommets  d*un 
polygone  gauche, ayant  un  nombre  impair  de  côtés,  on  fait  passer  des  plans 
qui  partagent  les  côtés  respectivement  opposés  à  ces  sommets,  chacun  en 
deux  segments;  le  produit  des  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit 

des  autres  segments 317 

XV.  Loi*sqa'une  droite  est  partagée  en  deux  segments  proportionnels 
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snx  nombres  b,a;  si,  des  points  A,  B,  G  on  abaisse,  sur  un  plan  quelconque, 
des  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  on  a 

(a-4-6)CC's=o.AA'-t-6.BB' 518 

XVI.  Etant  donné  un  système  de  points,  on  peut  toujours  déterminer 
un  point  tel,  que  sa  distance  à  un  plan  quelconque  soit  égale  à  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  distances,  au  même  plan,  de  ces  points 319 

XVII.  La  somme  des  carrés  des  distances  de  n  points,  à  un  point  quel- 
conque S,  est  égaie  à  la  somme  des  carrés  des  dislances  des  mêmes  points    • 

à  leur  centre,  augmentée  de  n  fois  le  carré  de  80 319 

XVIII.  Le  lien  géométrique  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  des 
distances  de  chacun  d'eux,  à  des  points  donnés  A,  B,  G...,  soit  constante,  est 
une  sphère  qui  a  pour  centre  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 

A,  B.  G • 519 

XIX.  Si,  dans  un  angle  polyèdre  convexe,  dont  toutes  les  faces,  excepté 
une,  sont  constantes,  on  fait  varier  un  seul  des  angles  dièdres  opposés  à 
celle  face,  de  manière  que  Tangle  polyèdre  reste  convexe;  la  face  variable 
augmentera  si  Tangle  dièdre  augmente,  et  elle  diminuera  s'il  diminue.   .  .    519 

XX.  Si  Ton  fait  varier,  d'une  manière  quelconque,  les  angles  dièdres 
d'un  polyèdre  convexe  dont  les  faces  sont  constantes;  que  Ton  mette  le 
signe  +  sur  Tarête  de  chaque  dièdre  qui  augmente,  le  signe  —  sur  l'arête 
de  chaque  dièdre  qui  diminue,  puis  que  Ton  fasse  le  tour  entier  de  l'angle 
polyèdre;  on  trouvera  au  moins  quatre  variations  de  signes 520 


Problèmes. 

I.  Étant  donnés  un  plan  XY  et  deux  points  A,  B,  situés  d'un  même  côté 
de  ce  plan;  trouver,  sur  XY,  un  point  M  tel,  que  la  somme  des  distances  AM, 

BM  soii  un  minimam 5â1 

II.  Étant  donnes  un  plan  XY  et  deux  points  A,  B,  situés  de  côté  et  d'autre 
de  ce  plan;  trouver,  sur  XY,  un  point  M  tel,  que  la  différence  des  distances 
AM,  BM  soit  un  maximum 522 

UL  Trouver,  sur  une  droite  donnée,  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  faces  d'un  angle  dièdre  donné,  soit  un  minimum 522 

IV.  Gouper,par  un  plan,  un  angle  tétraèdre,  de  manière  que  la  section 

soit  un  parallélogramme 523 

V.  Couper,  par  un  plan,  un  angle  trièdre  trirectangle,  de  manière  que  la 
section  soit  égale  à  un  triangle  donné 525 
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VI.  ÉUnI  donnés  deux  droites  fixes  et  un  angle  dièdre,  que  Ton  fait  loar- 
ner  autour  de  Paréte,  supposée  fixe,  prouver  qu*il  existe  sur  la  première 
droite  un  poiot  fixe  A,  et  sur  la  seconde  droite  un  point  fixe  B,  tels  que  a,  b 
étant  les  points  où  ces  deux  droites  percent  les  faces  de  Tangle  dièdre,  dans 

une  position  quelconque,  le  rectangle  des  segments  Aa,  Bfr  soit  constant  .  .    3i4 

VII.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux  droites  qui  se 
coupent? 323 

VIII.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  différence  descarrésdes  dis- 
tances de  chacun,  h  deux  points  donnés,  soit  égale  à  un  carré  donné  ?  .   .  .    325 

IX.  On  donne  n  droites  OA,  OA'...  passant  par  un  point  0;  et  Ton  de- 
mande sur  quelle  surface  sont  situés  les  points  tels,  que  si  Ton  abaisse,  de 
chacun,  les  perpendiculaires  MP,  MP\  MP''...,  sur  ces  droites,  la  somme  des 
rectangles  construits  sur  les  distances  OP,  OP',  OP"...,  et  sur  des  longueurs 
données  6,  6%  6"...,  soit  équivalente  &  un  carré  donné /< 3S6 

X.  On  donne  deux  plans  P,  Q  et  un  point  A.  Par  ce  point,  on  fait  passer  une 
droite  arbitraire,  qui  coupe  les  plans  donnés  en  des  points  C,  D;  après  quoi 
Ton  construit  le  point  B,  conjugué  harmonique  du  point  A,  relativement 

aux  deux  autres  points.  Quel  est  le  lieu  du  point  B? 327 

XI  Étant  donnés  un  quadrilatère  gauche  et  une  droite  qui  partage  pro- 
portionnel lemenl  les  deux  côtés  opposés  de  cette  figure;  trouver  une  droite 
qui  partage  proportionnellement  les  deux  autres  côtés,  et  qui  soit  perpen- 
diculaire à  la  première  droite 327 

XII.  Une  droite  s^appuie  sur  deux  côtés  opposes  d'un  quadrilatère 
gauche,  en  restant  parallèle  à  Tun  des  deux  plans  directeurs.  Une  seconde 
droite  s'appuie  sur  les  deux  autres  côtés  opposés,  en  restant  parallèle  au 
second  plan  directeur.  De  plus*  ces  droites  sont  constamment  perpen- 
diculaires entre  elles.  De  quelle  nature  est  la  ligne  décrite  par  leur  point 
d^intersection? 329 

XIII.  Étant  donnés  deux  points  fixes  A,  B,  et  deux  plans  fixes  VY,  XZ; 
on  prend,  dans  Tespace,  un  point  (|ueIconque  M  ;  on  mène  la  droite  AM  ;  on 
joint  le  point  P,  oii  elle  perce  le  plan  VY,  avec  le  point  B,  par  la  droite  PpB, 
laquelle  perce  le  plan  XZ  au  point  p;  enfin,  on  tire  les  droites  BM,  Ap  ]  et 
Ton  obtient  ainsi  un  quadrilatère  plan  MPpm.  Si  le  sommet  M  de  ce  quadri- 
latère décrit  une  droite  CD,  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  sommet  m?.  ...    33! 
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LIVRE  VI. 


I.  Tout  plao,  mené  par  les  inilieax  de  deux  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre, 
partage  ce  corps  en  deux  parties  équivalentes  . 335 

II.  Dans  tout  parallélipipède,  le  produit  de  Taire  d*une  face  par  la  hauteur 
correspondante  est  constant 334 

m.  Si  une  surface  polyédrale  convexe  est  terminée  par  une  ligne  brisée, 
dont  les  côtés  soient  ou  ne  soient  pas  dans  un  même  plan,  le  nombre  des 
faces,  plus  le  nombre  des  sommets,  égale  le  nombre  des  arêtes  plus  1  .  .  .    335 

IV.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  F  des  faces,  plus  le  nombre 
S  des  sommets,  égale  le  nombre  A  des  arêtes  plus  3  ;  c'est-à-dire  que 

F-f-S  =  A-f-2 336 

y.  Dans  tout  polyèdre  convexe  :  !<>  les  faces  ayant  un  nombre  impair  de 
côtés  sont  toujours  en  nombre  pair  ;  2*>  les  sommets  auxquels  aboutissent  un 
nombre  impair  d*arétes  sont  toi^ours  en  nombre  pair 336 

VI.  Dans  tout  polyèdre  convexe  ayant  F  faces,  le  nombre  S  des  sommets 
et  le  nombre  A  des  arêtes  satisfont  aux  conditions  : 

S  ^2  (F -2),      A^3(F-2); 

S^^  F  +  2,       A^jF 337 

VII.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  faces  triangulaires,  aug- 
menlé  du  nombre  des  angles  trièdres,  donne  une  somme  qui  ne  peut  être 
inférieure  à8 339 

VIII.  U  Tout  polyèdre  convexe  a  des  faces  triangulaires,  ou  quadran- 
gulaireSt  ou  pcntagonales  ;  2°  tout  polyèdre  convexe  a  des  angles  trièdres^ 

ou  tétraèdres,  ou  peniaèdres 339 

IX.  La  somme  des  angles  plans  d'un  polyèdre  convexe  est  égale  à  autant 

de  fois  quatre  droits  que  le  polyèdre  a  de  sommets  moins  deux 341 

X.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  la  somme  des  angles  polyèdres  est  équi- 
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valeote  à  Vticès  de  la  somme  des  angles  dièdres  sur  autaot  de  fois  deux 
dièdres  droits  que  le  polyèdre  a  de  faces  moins  deux 34i 

XI.  Si  une  surface  polyédrale  convexe  présente  une  seule  onverUire, 
ayant  m  côlés  non  situés  dans  un  même  plan,  ou  peut  toujours  fermer  cette 
ouverture  au  moyen  d*une  surface  polyédrale  ayant  au  plus  m  —  2  faces,  de 
manière  à  obtenir  un  polyèdre  convexe,  fermé  de  toutes  parts 343 

Xn.  Si  la  surface  d*nn  polyèdre  convexe  est  partagée  en  P  parties,  sépa- 
rées les  unes  des  autres  par  A  arêtes  formant  R  réseaux  isolés,  et  que  S  soit 
le  nombre  des  sommets  situés  sur  ces  arêtes,  on  aura 

Ph-S==Ah-R-h1 343 

XIII.  Deux  polyèdres  convexes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  toutes  leurs 
faces  égales  chacune  ii  chacune,  et  semblablement  disposées 344 

XIV.  1*  Dans  tout  tétraèdre,  les  droites  menées  des  sommets,  aux  cen- 
tres des  moyennes  distances  des  faces  opposées,  se  coupent  toutes  les  quatre 

m 

en  un  même  point,  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  du  tétraèdre. 
Ce  point  est  situé  aux  trois  quarts  de  chaque  droite,  à  partir  du  sommet  d*oii 
elle  est  menée  ; 

2«  Dans  tout  tétraèdre,  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  o|»- 
|)Osées  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales,  au  centre  des 
moyennes  distances  des  sommets  du  tétraèdre 346 

XV.  Dans  tout  tétraèdre  tronqué,  à  bases  parallèles,  les  droites  menées 
des  sommets  d*une  des  bases,  aux  milieux  des  côtés  de  l'autre  l)ase,  opposés 

à  ces  sommets,  se  coupent  en  un  même  point 347 

XVI.  Dans  tout  tétraèdre,  le  pian  bissecleur  de  chaque  angle  dièdre  par^ 
tage  Taréie  opposée  en  deux  segments  pi'0|)oriionnels  aux  aires  des  faces 
adjacentes 348 


Problèmes. 

I.  Déterminer  la  hauteur  d*un  tétraèdre  dont  les  arêtes  sont  données  .  .    349 

II.  Calculer,  en  fonction  des  arêtes,  le  volume  d*un  tétraèdre 350 

III.  Couper  un  tétraèdre  ABC  par  un  plan  P,  parallèle  aux  arêtes  oppo- 
sées AC,  BD,  de  manière  que  la  section  EFGH  soit  maximum 355 

IV.  Par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'im  tétraèdre,  on  fait  passer 
une  infinité  de  plans.  Quel  est  celui  qui  détermine  la  section  la  plus  petite 

en  surface? 355 

V.  Ëiant  donnée  une  pyramide,  dont  la  base  est  un  parallélogramme,  on 
propose  de  la  partager  en  deux  parties  équivalentes,  au  moyen  d*un  plan 
passant  par  un  des  côlés  de  la  base 356 
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VI.  ÉUdI  donné  un  parallélipipède  dont  toutes  les  faces  sont  des  losanges, 
égaox;  on  demande  le  volume  de  ce  polyèdre,  en  fonction  des  diagonales  des 
laces 357 

VII.  Étant  donné  un  dodécaèdre  doot  toutes  les  faces  sont  des  losanges 
égaux;  exprimer,  en  fonction  de  Tarête,  le  volume  de  ce  polyèdre 359 

Tm.  On  prend,  sur  les  arêtes  d'un  cube;  à  partir  des  sommets,  les  dis- 
tances El,  EK,  EL,  AM,...,  égales  entre  elles.  On  mène  les  plans  AIF,  HLF, 
AKH, ...,  lesquels  déterminent  un  polyèdre  ayant  pour  faces  vingt-quatre 
quadrilatères  égaux.  On  demande  d'évaluer  la  surface  et  le  volume  de  ce 
corps 361 

IX.  Dans  une  pyramide  quadrangulaire  SABCD,  qui  a  pour  base  un  tra- 
pèze ABCD,  on  donne  :  1"  la  face  SAB;  t.>*'les  directions  des  arêtes  parallèles 
AD,  BG;  5*  les  angles  de  la  face  SCD;  et  Ton  propose  de  construire  la  pyra- 
mide   3d5 

X.  Couper,  par  un  plan,  un  prisme  triangulaire  donné,  de  manière  que  la 
section  soit  semblable  à  un  triangle  donné 366 

XI.  Couper,  par  un  plan,  un  tétraèdre  régulier,  de  manière  que  la  section 

soit  un  carré 367 

XII.  Couper  un  tube  par  un  plan,  de  manière  que  la  section  soit  un  hexa- 
gone régulier 567 

XIII.  Partager  un  tronc  de  pyramide  en  parties  proportionnelles  à  des 
nombres  donnés,  par  des  plans  pai-allèles  aux  bases 368 

XIV.  Étant  donné  un  prisme  dont  les  bases  sont  des  hexagones  réguliers 
ABCDEF,  A'B'C'D'E'F',  et  dont  Taxe  est  00',  on  construit  les  tétraèdres 
O^ACE,  OA'C'E',  et  l'on  demande  : 

1*  Quelle  est  la  forme  de  la  partie  commune  aux  deux  tétraèdres; 

3"  Quel  est  le  rapport  entre  cette  partie  commune  et  le  prisme  ?  .  .  .  .    371 

XV.  Étant  donné  un  prisme  droit,  dont  les  bases  sont  des  hexagones  régu- 
liers ABCDEF,  A'B'CD'E'F',  et  dont  Taxe  est  00',  on  construit  les  tétraèdres 
O'ACE,  OB'D'F';  et  l'on  demande  : 

i^  Quelle  est  la  forme  de  la  partie  commune  aux  deux  tétraèdres; 

2*  Quel  est  le  rapport  entre  cette  partie  commune  et  le  prisme?    ....    37â 

XVI.  Sur  les  côtés  d*un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  élève  six  plans, 
perpendiculaires  à  celui  de  cette  Ggure.  On  prend  les  arêtes  non  consécu- 
tives BB',  DD',  FF',  égales  entre  elleâ.  Enfin,  par  chacune  des  droites  B'D', 
D'F',  F'B',  et  par  un  point  S,  situé  sur  Taxe  de  Tbexagone,  on  fait  passer 
des  pians  SB'C'D',  SDT'F',  SF'A'fi'.  Comment  doit-on  prendre  le  point  S, 
pour  que  la  somme  des  faces  du  polyèdre  ainsi  formé  soit  un  minimum  ?  .  .    374 

XVII.  On  donne,,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  opposées. 
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